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ABSTRAK 
Suatu proyeksi ortogonal merupakan kasus khusus dari suatu operator 
linear. Skripsi ini bertujuan untuk mengetahui secara teoritis mengenai proyeksi 
ortogonal yang berlaku pada ruang Hilbert serta mengetahui sifat-sifat yang 
berhubungan dengan proyeksi ortogonal. 
Operator linear pada ruang Hilbert merupakan suatu transformasi linear 
yang memetakan suatu ruang Hilbert ke dirinya sendiri yang memenuhi operasi 
penjumlahan dan perkalian skalar. Operator linear terbatas pada ruang Hilbert 
: →  berlaku suatu direct sum  	 
⊕ 
 , dengan 
 merupakan 
subruang tertutup pada ruang Hilbert dan 
  merupakan komplemen ortogonal 
dari 
 dinamakan proyeksi ortogonal  pada 
 sepanjang 
  dan untuk setiap 
 ∈  dapat dinyatakan secara tunggal  	    dan  ∈ 
,  ∈ 
  sehingga 
berlaku  	 . 
Proyeksi ortogonal yang berlaku pada ruang Hilbert  merupakan suatu 
operator linear terbatas : →  yang memiliki sifat idempoten dan self-
adjoint. Idempoten artinya jika operator linear tersebut dikalikan dengan 
dirinya sendiri maka hasilnya adalah operator linear itu sendiri, dinotasikan 
dengan 2 	 . Sedangkan, self-adjoint artinya jika operator linear tersebut 
dinyatakan dalam suatu inner product maka berlaku 〈, 〉 	 〈,〉, 
untuk setiap ,  ∈ . Proyeksi ortogonal  pada ruang Hilbert  merupakan 
kasus khusus dari operator linear, sehingga berlaku range dan ker yang 
merupakan subruang tertutup pada ruang Hilbert. Oleh karena itu, range dan 
kernel pada ruang Hilbert dapat dinyatakan dalam direct sum  	 range ⊕
ker. 
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BAB I 
PENDAHULUAN 
 
A. Latar Belakang 
Aljabar adalah cabang matematika yang mempelajari struktur, hubungan, 
dan kuantitas. Struktur aljabar merupakan salah satu cabang matematika abstrak  
yang umumnya lebih sulit dibandingkan dengan cabang matematika lain yang 
lebih konkret. Struktur aljabar adalah ilmu yang mempelajari suatu himpunan 
dengan satu atau lebih operasi biner yang diberlakukan pada sistem aljabar 
tersebut (Wahyudin, 1989). Struktur aljabar merupakan bagian penting dalam 
ilmu matematika yang menjadi dasar aplikasi ilmu matematika. Oleh karena itu, 
struktur aljabar berperan cukup besar dalam konsep-konsep dasar matematika 
terutama tentang teori-teori atau dasar-dasar dari aljabar maupun analisis secara 
umum antara lain meliputi teori bilangan, topologi, dasar-dasar analisis 
fungsional, fungsi bilangan real, serta teori grup aljabar linear. 
Himpunan merupakan suatu kumpulan dari objek-objek yang 
didefinisikan dengan jelas dan objeknya dinamakan elemen atau anggota dari 
himpunan tersebut, misalnya himpunan bilangan real, himpunan bilangan bulat, 
himpunan barisan, dan sebagainya. Himpunan merupakan konsep penting dan 
mendasar yang membangun segala aspek dari matematika. Konsep dari 
himpunan yang menghubungkan elemen-elemen pada suatu himpunan adalah 
pemetaan atau fungsi. Konsep pemetaan sangat penting dalam matematika 
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khususnya aljabar, yaitu salah satunya untuk mempelajari suatu transformasi 
linear. Suatu himpunan barisan dapat menjadi ruang vektor jika himpunan 
tersebut dilengkapi operasi penjumlahan dan perkalian skalar dan memenuhi 
semua aksioma yang berlaku pada ruang vektor. Di dalam suatu ruang vektor 
barisan atau ruang vektor ℓ2, transformasi linear merupakan suatu pemetaan 
yang memetakan suatu ruang vektor ke ruang vektor lainnya dan memenuhi 
operasi penjumlahan dan perkalian skalar. Suatu kasus khusus dari transformasi 
linear dimana suatu ruang dipetakan ke dirinya sendiri dinamakan operator 
linear. 
Berkaitan dengan operator linear, suatu proyeksi ortogonal merupakan 
kasus khusus dari suatu operator linear. Proyeksi ortogonal merupakan suatu 
konsep yang diperoleh dengan memperhatikan sifat operator linear di dalam 
suatu ruang pre-Hilbert. Misalkan, terdapat dua buah proyeksi pada ruang pre-
Hilbert yaitu proyeksi ortogonal dan proyeksi yang tidak ortogonal. Suatu 
proyeksi ortogonal merupakan operator linear yang berlaku suatu direct sum 
dari dua buah subruang pre-Hilbert yang saling ortogonal. Sedangkan, proyeksi 
yang tidak ortogonal merupakan suatu operator linear yang berlaku suatu direct 
sum dari dua buah subruang per-Hilbert yang tidak saling ortogonal. 
Selanjutnya, suatu ruang pre-Hilbert dinamakan ruang Hilbert jika untuk 
setiap barisan Cauchy yang ada di dalamnya merupakan barisan konvergen. Di 
dalam ruang Hilbert berlaku juga konsep proyeksi ortogonal, tetapi konsepnya 
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menjadi lebih luas. Proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert konsepnya sama 
halnya dengan proyeksi ortogonal pada ruang pre-Hilbert, yaitu suatu operator 
linear terbatas pada ruang Hilbert yang berlaku direct sum dari subruang 
tertutup dengan komplemen ortogonalnya pada ruang Hilbert. 
Proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert juga merupakan kasus khusus dari 
suatu operator linear pada ruang Hilbert. Oleh karena itu, sifat-sifat yang 
berlaku pada proyeksi ortogonal di ruang Hilbert berhubungan dengan sifat-
sifat yang berlaku pada operator linear di ruang Hilbert. 
 
B. Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang masalah diatas, dapat dirumuskan pokok 
permasalahan yang akan menjadi kajian dari skripsi ini, yaitu bagaimana sifat-
sifat proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert ℓ2? 
C. Pembatasan Masalah 
Dalam penulisan skripsi ini permasalahan dibatasi pada masalah kajian 
teoritis tentang proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert ℓ2 serta sifat-sifat suatu 
proyeksi ortogonal untuk operator linear yang self-adjoint. 
D. Tujuan Penulisan 
Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk menjelaskan bagaimana sifat-
sifat proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert ℓ2. 
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E. Manfaat Penulisan 
Dari hasil penulisan skripsi ini diharapkan dapat memberi informasi 
secara teoritis tentang proyeksi orthogonal di ruang Hilbert ℓ2, serta untuk 
mengetahui sifat-sifat yang berhubungan dengan proyeksi ortogonal di ruang 
Hilbert ℓ2. 
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BAB II 
DASAR TEORI 
 
Dalam bab II ini akan membahas pengertian-pengertian dasar yang 
digunakan sebagai landasan pembahasan pada bab selanjutnya yang dinyatakan 
dengan definisi, contoh, proposisi, dan teorema. Pengertian-pengertian dasar 
yang dimaksud adalah himpunan, pemetaan, ruang vektor, transformasi linear, 
pre-Hilbert, proyeksi ortogonal, serta kekonvergenan dan kelengkapan. 
A. Himpunan 
Himpunan yang dibahas di sini dimaksudkan sebagai suatu kumpulan dari 
objek-objek yang didefinisikan dengan jelas. Objek yang termasuk dalam 
himpunan itu disebut  anggota (elemen) dari himpunan itu. Umumya suatu 
himpunan dinotasikan dengan huruf kapital , , , … dan anggota dari suatu 
himpunan dinotasikan dengan huruf latin , , , … . 
Misalkan  adalah himpunan dan 	 anggota dari . Penulisan 	 ∈  
berarti 	 merupakan anggota dari . Sebaliknya, penulisan 	 ∉  berarti 	 
bukan anggota dari . Dalam hal ada anggota 	 yang memenuhi 	 ∈ , maka 
dikatakan bahwa  mempunyai anggota, atau himpunan tak kosong. 
Sebaliknya, jika himpunan  tidak mempunyai anggota, maka himpunan  
dinamakan himpunan kosong dan dinotasikan dengan ∅ atau  . 
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Untuk menuliskan suatu himpunan, terdapat beberapa cara dalam 
penulisan yang umum digunakan, yaitu: 
1. Dengan mendaftar anggota-anggotanya. 
Contoh 2.1: 
  	, , . 
Artinya,  merupakan himpunan dengan anggota-anggotanya 	, , dan . 
2. Dengan menggunakan notasi pembentuk himpunan. 
Contoh 2.2: 
  	|	 ∈ , 	  0. 
Artinya,  merupakan himpunan bilangan real positif. 
3. Dengan menggunakan kata-kata atau dengan menyatakan sifat-sifat yang 
dipenuhi oleh anggota-anggotanya. 
Contoh 2.3: 
 = Himpunan bilangan bulat positif. 
Dalam hubungan antara dua buah himpunan terdapat pengertian 
mengenai himpunan bagian, himpunan yang sama dan himpunan sejati. Berikut 
ini akan dijelaskan mengenai definisi dari hal-hal tersebut. 
Definisi 2.1 : (Arifin, 2000: 2) 
Himpunan  disebut himpunan bagian dari himpunan  jika untuk setiap  ∈  
berlaku  ∈  dan dinotasikan dengan  ⊆ . 
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Selanjutnya, berdasarkan definisi di atas himpunan bagian dari himpunan 
 yang paling besar adalah dirinya sendiri, dalam hal ini  dan  mempunyai 
anggota sama. Dengan demikian, persamaan dua himpunan dapat dinyatakan 
dengan menggunakan definisi himpunan bagian sebagai berikut. 
Definisi 2.2 : (Arifin, 2000 : 2) 
Dua himpunan  dan  dikatakan sama jika  ⊆  dan  ⊆ , dinotasikan 
dengan   . 
Dari definisi di atas, himpunan  dan  dikatakan berbeda jika terdapat 
	 ∈  tetapi 	 ∉  atau sebaliknya, dinotasikan dengan   . 
Definisi 2.3 : (Arifin, 2000 : 2) 
Himpunan  dinamakan himpunan bagian  sejati dari  jika  ⊆  dan   , 
dinotasikan dengan  ⊂ . 
Contoh 2.4: 
Misalkan  = himpunan bilangan prima dan  = himpunan bilangan asli, maka 
 merupakan himpunan bagian sejati dari  atau   ⊂ . 
Selanjutnya, misalkan dua buah himpunan  dan  merupakan  himpunan 
bagian dari  maka dapat dibentuk himpunan baru.  Berikut ini akan dijelaskan 
mengenai hal-hal tersebut, yaitu gabungan, gabungan, irisan, dan selisih dua 
buah himpunan. 
Definisi 2.4 : (Arifin, 2000 : 3) 
a. Gabungan himpunan  dan himpunan  didefinisikan dengan: 
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 ∪   	|	 ∈  atau 	 ∈ . 
Artinya, 	 dinamakan anggota dari gabungan himpunan  dan himpunan 
 jika 	 sekurang-kurangnya menjadi anggota dari salah satu himpunan  
atau himpunan . 
b. Irisan himpunan  dan himpunan  didefinisikan dengan: 
 ∩   	|	 ∈  "	# 	 ∈ . 
Artinya, 	 dinamakan anggota dari irisan himpunan  dan himpunan  
jika 	 menjadi anggota dari himpunan  sekaligus anggota himpunan . 
c. Selisih himpunan  dan himpunan  didefinisikan dengan: 
 $   	|	 ∈  "	# 	 ∉ . 
Artinya, 	 dinamakan anggota dari selisih himpunan  dan himpunan  
jika 	 menjadi anggota dari himpunan  tetapi  	 tidak berada dalam 
himpunan . 
Selanjutnya, cara lain untuk membentuk himpunan adalah dengan hasil 
kali silang dan jumlah dari dua buah himpunan seperti yang akan dijelaskan 
dalam definisi berikut ini.  
Definisi 2.5 : (Arifin, 2000 : 4) 
Hasil kali silang himpunan  dan  adalah himpunan semua pasangan %	, & 
maka berlaku: 
 '   %	, &|	 ∈  ,  ∈ . 
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Artinya, untuk setiap 	 anggota dari himpunan  dan  anggota dari himpunan 
 dapat dibentuk pasangan %	, &. 
Definisi 2.6: (Arifin, 2001: 44) 
Jumlahan dari himpunan  dan himpunan  didefinisikan dengan: 
 (   	 ( |	 ∈  "	#  ∈ . 
Artinya, 	 (  dinamakan anggota dari jumlahan himpunan  dan himpunan  
jika 	 menjadi anggota dari himpunan  dan   anggota himpunan . 
 
B. Pemetaan 
Untuk membandingkan dua buah himpunan, dibutuhkan cara agar setiap 
elemen-elemennya dapat dihubungkan. Pemetaan dapat dilihat sebagai cara 
untuk membandingkan, yaitu melalui pengaitan antara unsur-unsur pada 
himpunan satu dengan unsur-unsur pada himpunan yang lain. 
Definisi 2.7 : (Arifin, 2000 : 6) 
Misalkan diketahui dua himpunan ) dan * yang keduanya tak kosong. 
Pemetaan + dari )  ke dalam *, ditulis +: ) → * adalah suatu cara yang 
mengaitkan setiap  ∈ ) dengan tepat satu . ∈ * dan dinotasikan dengan 
+:  ⟼ .. 
Berdasarkan definisi di atas, pengaitan +:  ⟼ . untuk setiap  ∈ ) akan 
mendefinisikan pemetaan +: ) → *  jika hanya jika setiap  ∈ ) dikaitkan 
10 
 
dengan suatu . ∈ *. Himpunan semua elemen * yang merupakan peta dari 
elemen-elemen ) dinamakan daerah hasil (range) dari pemetaan + dan 
dinyatakan dengan +%&, sehingga 
                            +%&  .|. ∈ *, .  +%& untuk setiap  ∈ ) . 
Untuk lebih jelasnya dapat dilihat contoh berikut. 
Contoh 2.5 : 
Misalkan ) = himpunan semua bilangan asli, * = himpunan semua bilangan 
bulat. Pemetaan +: ) → * ditentukan (didefinisikan) oleh +%&  3, ∀  ∈ ). 
Maka daerah hasil dari + adalah +%)&  3| ∈ )  3, 6, 9, 12, … . Pada 
pemetaan ini, ada elemen-elemen * yang bukan merupakan peta dari eleman ), 
misalnya …, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, …Tetapi, semua elemen ) pasti mempunyai 
peta di *.  
Berikut ini akan dijelaskan beberapa pemetaan yang memiliki 
keistimewaan, yaitu pemetaan injektif, pemetaan surjektif, dan pemetaan 
bijektif. 
Definisi 2.8 : (Arifin, 2000 : 8) 
Pemetaan +: ) → * dikatakan injektif jika untuk setiap 1 dan 2 di ) yang 
dipetakan oleh + terhadap *, yaitu +%<&  +%=& maka berlaku 1  2. 
Definisi 2.9: (Arifin, 2000 : 8) 
Pemetaan +: ) → * dikatakan surjektif, jika untuk setiap . ∈ * terdapat  ∈ ) 
yang memenuhi +%&  .. 
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Selanjutnya, suatu pemetaan yang sekaligus injektif dan surjektif 
dinamakan pemetaan bijektif seperti yang akan dijelaskan pada definisi berikut. 
Definisi 2.10: (Arifin, 2000 : 8) 
Pemetaan yang sekaligus injektif dan surjektif dinamakan pemetaan bijektif 
atau koresponden 1-1. 
Suatu barisan dalam suatu himpunan ) adalah suatu pemetaan atau fungsi 
dengan domain himpunan bilangan asli dan range berada dalam himpunan ). 
Untuk lebih memahami definisi suatu barisan dapat dilihat pada penjelasan 
berikut. 
Definisi 2.11: (Bartle & Sherbert, 1927: 53) 
Suatu barisan bilangan real atau barisan dalam  adalah suatu pemetaan 
+:> → .. Elemen-elemen dari suatu barisan dinotasikan dengan # dengan # ∈ >. 
Contoh 2.6: 
Barisan bilangan asli genap dapat didefinisikan oleh suatu pemetaan +:> →  
dengan 
+%#&  2#, # ∈ > 
maka diperoleh 
1  2, 2  4,… 
atau 
#  %2, 4, 6,… &. 
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Berikut ini adalah teorema yang menjelaskan tentang hubungan dua 
barisan. Teorema tersebut lebih dikenal dengan nama ketaksamaan Minkowski.  
Teorema 2.2 : Ketaksamaan Minkowski (Debnath, 1999: 6) 
Misalkan @ A 1. Untuk sebarang dua barisan pada bilangan real  # dan B.#C 
berlaku 
DEF#( B.#CF@∞#1 H
1 @I J DE|#|@∞#1 H
1 @I ( DEFB.#CF@∞#1 H
1 @I . 
Bukti : 
Untuk @  1, cukup menggunakan ketaksamaan segitiga yang berlaku pada 
nilai mutlak suatu barisan. Jika @  1, maka terdapat K sedemikian sehingga 
1@( 1K  1. Kemudian berlaku 
  EF#( B.#CF@∞#1  EL#( B.#CL F#( B.#CF@$1
∞
#1  
 DE|M ( .M |NMO< HDE|M ( .M|PQ<
N
MO< H,              %2.1& 
dari persamaan (2.1), dengan menggunakan ketaksamaan segitiga yang berlaku 
pada nilai mutlak maka diperoleh 
J DE|M|NMO< ( |.M|HDE|M ( .M|PQ<
N
MO< H 
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J E|M||M ( .M|PQ<NMO< (E|.M||M ( .M|PQ<
N
MO<  
J DE|M|PNMO< H
< PI DE|M ( .M|R%PQ<&NMO< H
< RI    
(DE|.M|PNMO< H
< PI DE|M ( .M|R%PQ<&NMO< H
< RI   
Jika K%@ $ 1&  @, 
EF#( B.#CF@∞#1 J DE|#|@
∞
#1 H
1 @I ( DEFB.#CF@∞#1 H
1 @I DEF#( B.#CF@∞#1 H
1 KI , 
yang merupakan ketaksamaan Minkowski. Jadi, teorema tersebut terbukti. ∎ 
 
C. Ruang Vektor 
Misalkan ) menyatakan suatu himpunan tak kosong. Operasi ∗ pada ) 
dinamakan operasi biner, yaitu jika berlaku suatu pemetaan 
∗ ∶ ) ' ) ⟶ ). 
Operasi biner dapat pula dikatakan sebagai operasi ∗ pada ) yang bersifat 
tertutup. Artinya, jika untuk setiap 	,  ∈ ) maka berlaku juga pada 	 ∗  ∈ ). 
Berikut akan dijelaskan mengenai contoh dari operasi biner dan bukan 
operasi biner. 
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Contoh 2.7 : 
Misalkan  adalah himpunan semua bilangan bulat. Operasi penjumlahan pada 
 merupakan operasi biner karena jumlah dua buah bilangan bulat adalah suatu 
bilangan bulat pula. 
Contoh 2.8 : 
Operasi pembagian pada  bukan merupakan operasi biner pada  karena ada 
%	, & ∈  '  sedemikian sehingga %	: & ∉ . Misalkan %5,7& ∈  '  maka 
%5: 7& ∉ . 
Selanjutnya, berikut ini akan dijelaskan mengenai definisi dari lapangan 
real yang memiliki kaitan dengan operasi biner. 
Definisi 2.12: (Arifin, 2001: 2) 
Diberikan himpunan bilangan real  dengan dua operasi seperti berikut: 
Operasi penjumlahan: 
( ∶  ' ⟶  
( ∶  %	, & ⟼ 	 (   
Operasi perkalian : 
∘∶  ' ⟶  
∘: %	, & ⟶ 	 
Himpunan bilangan real  dengan dua operasi atau %,(,∘& disebut lapangan 
bilangan real jika memenuhi aksioma-aksioma berikut : 
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1. Terhadap operasi penjumlahan memenuhi hubungan sebagai berikut. 
a. 	 (    ( 	 untuk setiap 	,  ∈  (komutatif) 
b. %	 ( &(   	( %( & untuk setiap 	, ,  ∈  (asosiatif) 
c. Terdapat suatu 0 ∈   yang berlaku 	 ( 0  	, untuk setiap 	 ∈  
dan 0 dinamakan elemen nol. 
d. Untuk setiap 	 ∈  terdapat suatu – 	 ∈  yang memenuhi 	 (
%$	&  0 dan – 	 dinamakan invers dari 	 terhadap operasi 
penjumlahan.  
2. Terhadap operasi perkalian memenuhi hubungan sebagai berikut. 
a. 	  	 untuk setiap 	,  ∈  (komutatif) 
b. %	&  	%& untuk setiap 	, ,  ∈  (asosiatif) 
c. Terdapat 1 ∈   yang tidak sama dengan 0 dan memenuhi 	1  	, 
untuk setiap 	 ∈  dan 1 dinamakan elemen kesatuan. 
d. Untuk setiap 	 ∈  yang tidak sama dengan 0 terdapat unsur 
	$1 ∈  yang memenuhi 		Q<  1 dan 	$1 disebut invers dari 	 
terhadap operasi perkalian.  
3. Untuk setiap 	, ,  ∈  berlaku 	% ( &  	 (  (distributif) 
Secara umum, misalkan terdapat suatu himpunan tak kosong dan suatu 
lapangan bilangan real maka diperoleh definisi suatu ruang vektor sebagai 
berikut. 
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Definisi 2.13: (Anton, 1987: 137) 
Suatu ruang vektor atas lapangan real  adalah suatu himpunan [ tak kosong 
yang dilengkapi dua buah operasi. Operasi pertama dinamakan penjumlahan 
vektor yang menghubungkan setiap vektor \ dan ] di [ dan dinotasikan \ ( ]. 
Operasi kedua dinamakan perkalian skalar yang menghubungkan setiap vektor 
\ di [ dan setiap skalar ^ ∈  dan dinotasikan ^\. Kedua operasi tersebut 
harus memenuhi aksioma-aksioma berikut: 
1. Untuk setiap \ dan ] di [ maka \ ( ] juga di [. 
2. \ ( ]  ] ( \, untuk setiap \ dan ] di [ (aturan komutatif dari 
penjumlahan vektor) 
3. %\ ( ]&( _  \( %] ( _&, untuk setiap \, ] dan _ di [ (aturan asosiatif 
dari penjumlahan vektor) 
4. Terdapat vektor tunggal `, dinamakan vektor nol sedemikian sehingga 
\ ( `  \, untuk setiap \ di [. 
5. Untuk setiap \ di [, terdapat vektor tunggal – \ sedemikian sehingga 
\ ( %$\&  `. 
6. Jika \ di [ dan ^ ∈  maka ^\ juga di [. 
7. ^%\ ( ]&  ^\ ( ^], untuk setiap  ^ ∈  dan setiap \ dan ] di [. 
8. %^ ( a&\  ^\ ( a\, untuk setiap ^, a ∈  dan setiap \ di [. 
9. %^a&\  ^%a\&, untuk setiap ^, a ∈  dan setiap \ di [. 
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10. Untuk setiap  \ di [, terdapat 1 sedemikian sehingga 1\  \, untuk 
setiap \ di [. 
Suatu himpunan yang dilengkapi oleh dua operasi biner yaitu operasi 
penjumlahan dan perkalian skalar dapat berperan sebagai ruang vektor jika 
memenuhi aksioma-aksioma yang berlaku pada ruang vektor. Berikut ini adalah 
salah satu contoh dari ruang vektor. 
Contoh 2.9 : 
Misalkan suatu himpunan barisan bilangan real 
ℓ2  c^#  %1, 2, 3, … &F∑ |^#|2 e ∞∞#1 f,  ℓ2 dilengkapi dengan operasi 
penjumlahan dan perkalian skalar g ∈  sebagai berikut 
^#( Ba#C  %1, 2, 3, … &( h.1, .2, .3, … i  h1 ( .1, 2 ( .2, 3 ( .3, … i 
g^#  g%1, 2, 3, … &  %g1, g2, g3, … &. 
Akan dibuktikan bahwa ℓ2 adalah suatu ruang vektor atas lapangan real . 
Penyelesaian : 
Akan ditunjukkan bahwa ℓ2 yang dilengkapi oleh dua operasi penjumlahan dan 
perkalian skalar memenuhi semua aksioma. 
1. Misalkan ^#, Ba#C ∈ ℓ2, dengan ^#  %1, 2, 3, … & dan Ba#C 
h.1, .2, .3, … i maka berlaku 
^#( Ba#C  %1, 2, 3, … &( h.1, .2, .3, … i   %< ( .<, = ( .=, j ( .j, … &. 
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Akan ditunjukkan bahwa ^#( Ba#C  h1 ( .1, 2 ( .2, 3 ( .3, … i 
berada di ℓ2. Untuk setiap ^#  %1, 2, 3, … &, Ba#C  h.1, .2, .3, … i ∈
ℓ2 sedemikian sehingga berlaku ∑ |^#|2 e ∞∞#1  dan ∑ FBa#CF2 e ∞∞#1  
berada di ℓ2 maka berdasarkan ketaksamaan Minkowski diperoleh 
EF^#( Ba#CF2∞#1 J E|^#|2 (EFBa#CF2
∞
#1
∞
#1 e ∞(∞ e ∞, 
sehingga ^#( Ba#C  h1 ( .1, 2 ( .2, 3 ( .3, … i tertutup terhadap 
penjumlahan. 
2. Misalkan ^#, Ba#C ∈ ℓ2, dengan ^#  %1, 2, 3, … & dan Ba#C 
h.1, .2, .3, … i maka berlaku 
^#( Ba#C  %1, 2, 3, … &( h.1, .2, .3, … i   %< ( .<, = ( .=, j ( .j, … &    %.< ( <, .= ( =, .j ( j, … & (karena ^# dan Ba#C 
merupakan barisan bilangan real maka untuk setiap 
1, .1, … ∈  berlaku 1 ( .1  .1 ( 1  ⋯ ∈ )   %.<, .=, .j, … & ( %<, =, j, … &   aM ( ^M. 
Jadi, ^#( Ba#C  Ba#C( ^# (bersifat komutatif) 
3. Misalkan ^#, Ba#C, Bl#C ∈ ℓ2, akan ditunjukkan bahwa h^#( Ba#Ci(
Bl#C  ^#( %Ba#C( Bl#C& maka berlaku 
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h^#( Ba#Ci( Bl#C  m%1, 2, 3, … &( h.1, .2, .3, … in (%o<, o=, oj, … &  %< ( .<, = ( .=, j ( .j, … & ( %o<, o=, oj, … &  %< ( .< ( o<, = ( .= ( o=, j ( .j ( oj, … &  %<, =, j, … & ( %.< ( o<, .= ( o=, .j ( oj, … &   %<, =, j, … & (h%.<, .=, .j, … & ( %o<, o=, oj, … &i  
 ^M ( %aM ( lM&. 
Jadi, terbukti bahwa h^#( Ba#Ci( Bl#C  ^#( %Ba#C( Bl#C&. 
(bersifat asosiatif) 
4. Ambil `  %0,0,0, … & ∈ ℓ= maka untuk setiap ^# ∈ ℓ2 berlaku :   ^M (  `  %<, =, j, … & ( %0,0,0, … &  %< ( 0, = ( 0, j ( 0,… &  %<, =, j, … &  ^M. 
sehingga ^#(  `  ^#. Oleh karena itu, ` merupakan vektor nol 
dalam ℓ2. 
5. Untuk setiap ^# ∈ ℓ2, dengan ^#  %1, 2, 3, … & maka terdapat 
c–^#f ∈ ℓ2 sedemikian sehingga c–^#f – ^# maka diperoleh 
%^#( –^#&  %1, 2, 3, … &( %$1, $2, $3, … &  %< $ <, = $ =, j $ j, … & 
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 %0,0,0, … &  `. 
Oleh karena itu,m^#( c–^#fn  `. 
6. Misalkan ^# ∈ ℓ2 dengan ^#  %1, 2, 3, … & dan skalar g ∈  
sedemikian sehingga maka berlaku 
g^#  %g1, g2, g3, … &   g%<, =, j, … &   g^M. 
 
Akan ditunjukkan bahwa g^M  g%<, =, j, … & berada di ℓ2. Untuk 
setiap ^#  %1, 2, 3, … & ∈ ℓ2 sedemikian sehingga berlaku 
∑ |^#|2 e ∞∞#1  berada di ℓ2 maka untuk skalar g ∈  diperoleh 
E|g^#|2∞#1  E|g|2|^#|2
∞
#1  
 |g|=E|^M|=NMO<  
 mpg2n=E|^M|=NMO<  
 g2E|^M|=NMO< e ∞, 
sehingga g^M  g%<, =, j, … & sehingga tertutup terhadap perkalian 
skalar. 
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7. Misalkan ^#, Ba#C ∈ ℓ2 dengan ^#  %1, 2, 3, … & dan Ba#C 
h.1, .2, .3, … i dan g ∈ , maka berlaku   g%^M ( aM&  g%%<, =, j, … & ( %.<, .=, .j, … &&  g%< ( .<, = ( .=, j ( .j, … &  %g< ( g.<, g= ( g.=, gj ( g.j, … &  %g^M ( gaM&. 
Jadi, g%^M ( aM&  %g^M ( gaM&, dengan g adalah skalar atas 
lapangan real  dengan operasi perkalian distributif atas penjumlahan. 
8. Misalkan ^# ∈ ℓ2 dengan ^#  %1, 2, 3, … & dan 	,  ∈ , maka 
berlaku 
%	 ( &^#  %	 ( &%1, 2, 3, … &    h%	 ( &<, %	 ( &=, %	 ( &j, … i 
   %	< ( <, 	= ( =, 	j ( j, … &    %	<, 	=, 	j, … & ( %<, =, j, … &  	%<, =, j, … & ( %<, =, j, … &    	^M ( ^M. 
Jadi, %	 ( &^#  	^#( ^#. 
9. Misalkan ^# ∈ ℓ2 dengan ^#  %1, 2, 3, … & dan 	,  ∈ , maka 
berlaku 
 %	&^#  %	&%1, 2, 3, … &  h%	&<, %	&=, %	&j, … i 
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 	%<, =, j, … &  	%%<, =, j, … &&  	^M. 
Jadi, %	&^#  	^#. 
10. Misalkan ^# ∈ ℓ2, untuk setiap 1 ∈   maka berlaku : 1^M  ^M 
untuk setiap ^# ∈ ℓ2. Jadi, 1^M  ^M. 
Ruang barisan ℓ2 memenuhi semua aksioma, sehingga terbukti bahwa ℓ2 
adalah suatu ruang vektor atas lapangan real . 
Misalkan di dalam suatu ruang vektor terdapat suatu himpunan bagian 
tak kosong maka dapat terbentuk suatu subruang vektor. Berikut ini akan 
dijelaskan tentang definisi suatu subruang vektor. 
Definisi 2.14: (Friedberg, 1989 : 14) 
Suatu himpunan bagian q pada suatu ruang vektor [ atas lapangan real  
dinamakan subruang pada [, jika q adalah ruang vektor atas lapangan real  
dengan operasi penjumlahan dan perkalian skalar yang didefinisikan pada [. 
Berikut ini diberikan sebuah teorema yang dapat digunakan untuk 
menunjukkan bahwa suatu himpunan bagian dari ruang vektor itu merupakan 
subruang dari ruang vektor tersebut. Jadi, untuk menunjukkan bahwa himpunan 
bagian tersebut adalah subruang tidak harus menunjukkan ke sepuluh aksioma 
yang berlaku pada Definisi 2.11. 
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Teorema 2.3 : (Friedberg, 1989 : 14) 
Misalkan q adalah suatu himpunan bagian tak kosong dari ruang vektor [ atas 
lapangan real  maka q adalah subruang dari [ jika hanya jika memenuhi 
aksioma berikut: 
a. \ ( ] ∈ q, dengan \, ] ∈ q 
b. ^\ ∈ q, dengan ^ ∈  dan \ ∈ q. 
Bukti : 
%⟹& 
Misalkan q adalah subruang pada ruang vektor [ maka q memenuhi semua 
aksioma pada ruang vektor [ termasuk aksioma tentang sifat tertutup terhadap 
penjumlahan dan perkalian skalar yaitu jika \, ] ∈ q maka \ ( ] ∈ q dan jika 
\ ∈ q, ^ ∈  maka ^\ ∈ q.  
%⟸& 
Sebaliknya, jika q merupakan himpunan bagian tak kosong pada ruang vektor 
[ berlaku bahwa untuk setiap \, ] ∈ q maka \ ( ] ∈ q dan jika \ ∈ q, ^ ∈
 maka ^\ ∈ q. Artinya, q memenuhi aksioma 1 dan 6 sehingga harus 
dibuktikan juga bahwa q memenuhi aksioma 2, 3, 7, 8, 9 dan 10 pada ruang 
vektor [. Jika q merupakan himpunan bagian tak kosong pada ruang vektor [ 
maka vector-vektor pada q adalah vector-vektor pada [ sehingga  aksioma 2, 
3, 7, 8, 9 dan 10 dipenuhi oleh q. Selanjutnya, untuk aksioma 4 dan 5 juga 
terpenuhi oleh q karena misalkan \ ∈ q, ^ ∈  maka berdasarkan aksioma 6 
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berlaku ^\ ∈ q. Jika ^  0 dan ^  $1 maka berlaku 0\  ` ∈ q dan 
%$1&\  $\ ∈ q, sehingga elemen netral dan elemen invers dalam q. Oleh 
karena itu, q merupakan subruang pada [. ∎ 
Selanjutnya, akan dijelaskan mengenai contoh dari subruang dari suatu 
vektor. 
Contoh 2.10 : 
Berdasarkan Contoh 2.9, ruang barisan ℓ= merupakan ruang vektor. Akan 
dibuktikan bahwa suatu himpunan bagian 
)  BM  %<, 0, j, … &|∑ |M|= e ∞NMO< C merupakan subruang vektor ℓ=. 
Penyelesaian : 
Jika M  %1, 0, 3, … & dan .M  h.1, 0, .3, … i adalah barisan-barisan 
elemen ) dan g ∈ , maka akan ditunjukkan bahwa ) memenuhi aksioma 1 
dan 6, yaitu sifat ketertutupan penjumlahan dan perkalian skalar 
a. Untuk setiap M  %1, 0, 3, … &, .M  h.1, 0, .3, … i ∈ ) maka berlaku 
M( .M  %1, 0, 3, … &( h.1, 0, .3, … i        %< ( .<, 0, j ( .j, … & ∈ ), 
b. Untuk setiap M  %1, 0, 3, … & ∈ ) dan g ∈  maka berlaku g#  g%<, 0, j, … &  %g<, 0, gj, … & ∈ ). 
Oleh karena itu, barisan-barisan M dan .M tertutup terhadap operasi 
penjumlahan dan perkalian skalar real . Jadi, terbukti bahwa himpunan bagian 
) merupakan subruang vektor ℓ2 atas lapangan real . 
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Berikut ini akan dijelaskan mengenai definisi dari kombinasi linear 
beserta contohnya. 
Definisi 2.15: (Friedberg, 1989 : 21) 
Misalkan [ adalah suatu ruang vektor atas lapangan real . Suatu vektor \ 
dikatakan kombinasi linear dari vektor-vektor ]t, … , ]u dalam [ jika vektor-
vektor tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk 
\  ^<]t (⋯( ^M]u, 
dengan ^1, … , ^# ∈ . 
Berikut ini akan dijelaskan mengenai contoh dari kombinasi linear. 
Contoh 2.11: 
Misalkan suatu ruang vektor 4, v  %1,$2,$5, $3& dan w  %3,$5,$4,$9& 
vektor-vektor di 4. Akan ditunjukkan bahwa vektor x  %2,$2,12,$6& 
adalah kombinasi linear dari v dan w serta _  %3,$2,7, $8& bukan merupakan 
kombinasi linear dari v dan  . 
Penyelesaian : 
i. Kasus pertama 
Untuk menentukan skalar 	 dan  sedemikian sehingga 
x  	v ( w 
%2,$2,12,$6&  	%1,$2,$5,$3&( %3,$5,$4,$9&  
%2,$2,12,$6&  %	 ( 3,$2	 $ 5,$5	 $ 4z,$3	 $ 9&     %2.1& 
dengan penyamaan komponen-komponen yang bersesuaian pada (2.1) 
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menghasilkan sistem persamaan linear 
{    	 ( 3  2$2	 $ 5  $2$5	 $ 4  12$3	 $ 9  $6  .                                                 %2.2& 
Untuk mencari solusi pada (2.2), maka dilakukan operasi baris elementer, 
tetapi sebelumnya sistem persamaan linear tersebut diubah ke dalam 
matriks yang diperbesar maka berlaku 
| 1 3$2 $5$5$3 $4$9 }
2$212$6~                                                 %2.3& 
Dari (2.3) tambahkan baris kedua dengan 2 kali baris pertama, diperoleh 
| 1 30 1$5$3 $4$9 }
2212$6~                                                   %2.4& 
Dari (2.4) tambahkan baris ketiga dengan 5 kali baris pertama, diperoleh 
| 1 30 10$3 11$9 }
2222$6~                                                   %2.5& 
Dari (2.5) tambahkan baris keempat dengan 3 kali baris pertama, 
diperoleh 
|1 30 100 110 }
22220 ~                                                   %2.6& 
Dari (2.6) kurangkan baris ketiga dengan 11 kali baris kedua, diperoleh 
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|1 30 100 00 }
2200~                                                     %2.7& 
Dari (2.7) kurangkan baris pertama dengan 3 kali baris kedua, diperoleh 
|1 00 100 00 }
$4200 ~                                                     %2.8& 
sehingga diperoleh solusi 	  $4  dan   2. Oleh karena itu, dengan 
mensubstitusikan nilai skalar 	  dan   pada (2.1) diperoleh 
%2,$2,12,$6&  $4%1,$2,$5,$3&( 2%3,$5,$4,$9&.                   
Jadi, x  %2,$2,12,$6& adalah suatu kombinasi linear dari v dan w. 
ii. Kasus kedua 
Akan ditunjukkan bahwa tidak ada skalar 	  dan  sedemikian sehingga 
 _  	t (  %3, $2,7, $8&  	%1,$2,$5,$3& ( %3,$5, $4,$9& 
%3, $2,7, $8&  %	 ( 3,$2	 $ 5,$5	 $ 4, $3	 $ 9&     %2.9& 
dengan penyamaan komponen-komponen yang bersesuaian pada (2.9) 
menghasilkan 
{       	 ( 3  3    $2	 $ 5  $2 $5	 $ 4  7 $3	 $ 9  8   .                                             %2.10& 
Untuk mencari solusi pada (2.10), maka dilakukan operasi baris 
elementer, tetapi sebelumnya sistem persamaan linear tersebut diubah ke 
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dalam matriks yang diperbesar maka berlaku 
| 1 3$2 $5$5$3 $4$9 }
3$278 ~                                                  %2.11& 
Dari (2.11) tambahkan baris kedua dengan 2 kali baris pertama, diperoleh 
| 1 30 1$5$3 $4$9 }
3478 ~                                                   %2.12& 
Dari (2.12) tambahkan baris ketiga dengan 5 kali baris pertama, diperoleh 
| 1 30 10$3 11$9 }
34228 ~                                                   %2.13& 
Dari (2.13) tambahkan baris keempat dengan 3 kali baris pertama, 
diperoleh 
|1 30 100 110 }
342217 ~                                                   %2.14& 
Dari (2.14) kurangkan baris ketiga dengan 11 kali baris kedua, diperoleh 
|1 30 100 00 }
34017 ~                                                    %2.15& 
Dari (2.15) kurangkan baris pertama dengan 3 kali baris kedua, diperoleh 
|1 00 100 00 }
$42017 ~                                                    %2.16& 
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sehingga diperoleh solusi 	  $4 dan   2. Tetapi, terdapat 
persamaan tak konsisten, yaitu 0  17  yang menunjukkan bahwa 
sistem persamaan linear tersebut bukan solusi. Oleh karena itu,  
_  %3,$2,7, $8& bukan merupakan kombinasi linear dari v dan w. 
Jika suatu vektor merupakan kombinasi linear dari vektor-vektor pada  
ruang vektor [ maka berkaitan dengan kejadian ini diperoleh definisi 
merentang dan bebas linear berikut. 
Definisi 2.16 : (Arifin, 2001 : 33) 
Misalkan [ suatu ruang vektor atas lapangan real  dan himpunan bagian 
 ⊆ [ yang tak kosong dengan   \t, … , \u. Himpunan bagian  dikatakan 
merentang ruang vektor [, jika untuk setiap vektor ] ∈ [ maka berlaku 
kombinasi linear 
]  ^<\t (⋯( ^M\u, 
dengan ^1, … , ^# ∈ . 
Berkaitan dengan kombinasi linear, berikut ini akan dijelaskan mengenai 
definisi himpunan bebas linear seperti berikut ini. 
Definisi 2.17: (Anton, 1978: 151) 
Misalkan [ suatu ruang vektor atas lapangan real  dan himpunan bagian tak 
kosong   \t, … , \u dengan \t, … , \u ∈ [. Himpunan bagian  dikatakan 
bebas linear (linearly independent) jika persamaan vektor 
^1\t (⋯(^#\u  `, 
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dengan ^1, … , ^# ∈  hanya memiliki penyelesaian ^1  ⋯  ^#  0. 
Sedangkan jika terdapat penyelesaian lain maka  dinamakan himpunan tak 
bebas linear (linearly dependent). 
Himpunan bagian  ⊆ [ tak kosong dengan [ adalah ruang vektor 
memenuhi sifat merentang dan bebas linear maka akan diperoleh definisi basis 
seperti berikut ini. 
Definisi 2.18: (Arifin, 2001: 35) 
Misalkan [ ruang vektor atas lapangan real . Himpunan bagian  ⊆ [ yang 
tak kosong disebut basis ruang vektor [ jika  merentang [ dan bebas linear. 
Untuk lebih memahami definisi dari merentang, bebas linear, dan basis 
dapat dilihat pada contoh berikut. 
Contoh 2.12: 
Misalkan  3 adalah ruang vektor dan himpunan tak kosong ) ⊆ j, akan 
ditunjukkan bahwa )  v, w,x dengan v  %1,0,0&, w  %2,2,0&,x  %3,3,3& 
adalah suatu basis terhadap 3. 
Penyelesaian : 
Untuk menunjukkan bahwa vektor-vektor tersebut suatu basis, maka harus 
dibuktikan bahwa vektor-vektor tersebut adalah bebas linear dan merentang. 
Untuk membuktikan bahwa vektor-vektor tersebut bebas linear, maka dapat 
dinyatakan dalam kombinasi linear 
	1v( 	2w( 	3x  `,                               %2.17& 
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dengan 	1, 	2, 	3 ∈ . Dari persamaan (2.17) kemudian dinyatakan dalam 
komponen-komponen vektor diperoleh 
 	<%1,0,0& ( 	=%2,2,0& ( 	j%3,3,3&  ` %	1 ( 2	2 ( 3	3, 2	2 ( 3	3, 3	3&  %0,0,0&                 %2.18& 
Dari persamaan (2.18) dengan memperhatikan kedua ruas yang bersesuaian 
maka dinyatakan menjadi 
	1 ( 2	2 ( 3	3  0          2	2 ( 3	3  0                       3	3  0 
sehingga diperoleh 	1  0, 	2  0,	3  0. Oleh karena itu, himpunan vektor  )  v, w,x dengan v  %1,0,0&, w  %2,2,0&,x  %3,3,3& adalah suatu bebas 
linear terhadap 3. Selanjutnya, untuk menunjukkan bahwa )  v, w, x 
dengan v  %1,0,0&, w  %2,2,0&,x  %3,3,3& merentang terhadap 3, maka 
ambil sebarang   %<, =, j& ∈ j sedemikian sehingga dapat dinyatakan 
dalam kombinasi linear 
%1, 2, 3&  	1v( 	2w( 	3x.                       %2.19& 
dengan 	1, 	2, 	3 ∈ . Dari persamaan (2.19) kemudian dinyatakan dalam 
komponen-komponen vektor diperoleh 
%1, 2, 3&  	1%1,0,0&( 	2%2,2,0&( 	3%3,3,3&  %1, 2, 3&  %	1 ( 2	2 ( 3	3, 2	2 ( 3	3, 3	3&            %2.20& 
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Dari persamaan (2.20) dengan penyamaan komponen-komponen yang saling 
bersesuaian pada kedua ruas berlaku sehingga terbentuklah suatu sistem 
persamaan linear 
	1 ( 2	2 ( 3	3   1          2	2 ( 3	3   2                      3	3  3                                       %2.21&             
Untuk mencari solusi pada (2.21), maka dilakukan operasi baris elementer, 
tetapi sebelumnya sistem persamaan linear tersebut diubah ke dalam matriks 
yang diperbesar maka berlaku 
1 2 30 2 30 0 3 
 1 2 3                                                   %2.22& 
Dari (2.22) kalikan 1 2I  pada baris kedua, diperoleh 

1 2 30 1 320 0 3 }}
 1 22 3 
                                                  %2.23& 
Dari (2.23) kurangkan baris pertama dengan 2 kali baris kedua, diperoleh 

1 0 00 1 320 0 3 }}
 1 $  2 22 3 
                                          %2.24& 
Dari (2.24) kalikan 1 3I  pada baris ketiga, diperoleh 

1 0 00 1 320 0 1 }
} 1 $  2 22 33


                                              %2.25& 
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Dari (2.25) kurangkan baris kedua dengan 3 2I  kali baris ketiga, diperoleh 

1 0 00 1 00 0 1 }}
 1 $  2 2 $  32 33


                                              %2.26& 
sehingga diperoleh 
                           	1   1 $  2,      	2   2$ 32 ,      	3   33  .                    (2.27) 
Artinya, untuk setiap   %<, =, j& ∈ j terdapat 	1, 	2, 	3 ∈  sedemikian 
sehingga   %	<, 	=, 	j&. Oleh karena itu, himpunan vektor  )  v, w,x 
dengan v  %1,0,0&, w  %2,2,0&,x  %3,3,3& merentang terhadap 3. Jadi, 
vektor-vektor )  v, w,x  merupakan basis. 
Di dalam ruang vektor terdapat suatu himpunan vektor berhingga dan tak 
berhingga. Berikut ini akan dijelaskan mengenai definisi suatu ruang vektor 
berdimensi hingga dan berdimensi tak hingga. 
Definisi 2.19: (Kreyszig, 1978: 54) 
Suatu ruang vektor [ dikatakan berdimensi hingga jika terdapat suatu bilangan 
bulat positif # sedemikian sehingga ) ⊆ [ berisi himpunan sebanyak # vektor 
pada [ yang membentuk basis. Jika # adalah dimensi pada [ maka dim [  #, 
sehingga jika [    berdimensi hingga maka dim [  0. Jika [ tidak 
berdimensi hingga maka [ dinamakan berdimensi tak hingga. 
Berkaitan dengan subruang pada ruang vektor terdapat suatu 
penggambaran tentang hubungan dua buah subruang vektor. Pandang  dan  
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masing-masing sebagai subruang pada ruang vektor [, maka jumlahan dari  
dan  akan dijelaskan pada definisi berikut. 
Definisi 2.20: (Arifin, 2001: 44) 
Misalkan  dan  adalah subruang pada ruang vektor [, maka jumlahan dari  
dan  didefinisikan oleh: 
 (   ] ( _|] ∈  dan _ ∈ . 
Berikut ini akan dijelaskan mengenai proposisi tentang hubungan antara 
dua buah subruang pada ruang vektor yang berkaitan dengan jumlahan dan 
irisan keduanya. 
Proposisi 2.1 : (Arifin, 2001: 45) 
Misalkan  dan  adalah subruang pada ruang vektor [ maka jumlahan dari 
 (  membentuk subruang dari ruang vektor [ dan merupakan subruang 
terkecil yang memuat  dan . 
Bukti : 
Untuk membuktikan bahwa  (  merupakan subruang, maka harus 
ditunjukkan bahwa  (  tertutup terhadap penjumlahan dan perkalian skalar. 
a. Ambil ]1, ]2 ∈  dan _1, _2 ∈  maka jumlahan  dan  berlaku 
h]1 ( _1i, h]2 ( _2i ∈  ( , 
sehingga jika setiap elemen dari  (  dijumlahkan diperoleh 
h]1 ( _1i( h]2 ( _2i  h]1 ( ]2i( %_1 ( _2& ∈ ( , 
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karena ]1 ( ]2 ∈  dan _1 ( _2 ∈ . Oleh karena itu,  (  tertutup 
terhadap penjumlahan. 
b. Untuk setiap g ∈  dan ]1 ( _1 ∈ (  maka berlaku  g%]< ( _<&  g]< ( g_< ∈  ( , 
karena g]< ∈  dan g_< ∈ . Oleh karena itu,  (  tertutup terhadap 
perkalian skalar. 
Jadi, terbukti bahwa hasil jumlahan  (  suatu subruang pada [. 
Selanjutnya, jumlahan  (  memuat subruang  dan . Misalkan q suatu 
subruang yang memuat  dan , maka q memuat jumlahan ] ( _, untuk setiap 
] ∈  dan _ ∈ . Oleh karena itu,  (  ⊆ q dan q memuat jumlahan  ( . 
Hal ini membuktikan bahwa  (  suatu subruang terkecil yang memuat 
subruang  dan . ∎ 
Proposisi 2.2 : (Arifin, 2001: 45) 
Misalkan [ adalah suatu ruang vektor,  dan  adalah subruang dari [. Irisan 
 ∩  membentuk subruang dari [ dan merupakan subruang terbesar yang 
termuat dalam  dan . 
Bukti : 
Untuk membuktikan bahwa  ∩  merupakan subruang, maka harus 
ditunjukkan bahwa  ∩  tertutup terhadap penjumlahan dan perkalian skalar. 
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a. Ambil ], _ ∈  ∩   maka , _ ∈  dan ], _ ∈ . Selanjutnya,  dan  
merupakan subruang pada [ maka berdasarkan Teorema 2.1 berlaku 
] ( _ ∈ , ] ( _ ∈ . Hal ini menunjukkan bahwa ] ( _ ∈  ∩ . 
b. Ambil ] ∈  ∩  dan g ∈  maka ] ∈  dan ] ∈  sehingga berlaku 
g] ∈ , g] ∈ . Hal ini menunjukkan bahwa g] ∈  ∩ . 
Jadi, terbukti bahwa irisan  ∩  membentuk subruang dari [. 
Selanjutnya, misalkan q adalah suatu subruang dari [ yang termuat dalam  
dan , sehingga q ⊆  ∩ . Hal ini menunjukkan bahwa  ∩  adalah 
subruang terbesar yang termuat dalam subruang  dan . ∎ 
Dari penjelasan dua proposisi di atas, diperoleh suatu keterkaitan di 
antara  ∩  dan jumlahan  (  yang menghasilkan definisi dari direct sum 
seperti berikut. 
Definisi 2.21: (Arifin, 2001:45) 
Misalkan  dan  yang merupakan subruang pada ruang vektor [, maka direct 
sum dari  dan  pada [ dinotasikan dengan [   ⊕  yaitu hasil jumlahan 
 (  dan  ∩   `. 
Untuk mengetahui sifat dari direct sum dapat dilihat pada teorema berikut 
ini. 
Teorema 2.4 : (Arifin, 2001: 46) 
Misalkan [ suatu ruang vektor,  dan  subruang dari [ yang memenuhi 
[   (  maka direct sum [   ⊕  jika hanya jika untuk setiap \ ∈ [ 
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dapat dinyatakan secara tunggal sebagai \  ] ( _ dengan ] ∈ , _ ∈ . 
Bukti : 
Misalkan [   ⊕  dan diketahui bahwa [   ( . Jika dimisalkan 
]t, ] ∈ , _t, _ ∈  maka jumlahan dari  (  diperoleh h]t ( _ti, h] (_& ∈  ( . Untuk membuktikan ketunggalan, misalkan  ]t ( _t  ] ( _, 
dengan ]t, ] ∈ , _t, _ ∈  maka ]t $ ]  _ $ _t. Selanjutnya, karena  
dan  subruang dari [ maka berlaku ]t $ ] ∈ , _ $ _t ∈  sehingga 
diperoleh 
]t $ ]  _ $ _t ∈  ∩ , 
karena  ∩   ` maka ]t $ ]  _ $ _t  `,  sehingga diperoleh ]t  ] dan _  _t. Jadi, untuk setiap \ ∈ [ dapat dinyatakan sebagai \  ] ( _ dengan ] ∈ , _ ∈  dan bersifat tunggal. 
Sebaliknya, misalkan untuk setiap \ ∈ [ dengan \  ] ( _ dengan ] ∈ , _ ∈
 bersifat tunggal. Selanjutnya, ambil vektor \ ∈  ∩ . Vektor \ sebagai 
elemen dari  dapat dinyatakan dengan 
\  \ ( `,                                                 %2.28& 
dengan vektor ` elemen di . Demikian juga vektor \ sebagai elemen dari  
dapat dinyatakan juga dengan 
\  ` ( \,                                                  %2.29& 
dengan vektor ` elemen di , maka dari persamaan (2.28) dan (2.29) diperoleh 
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\  \ ( `  ` ( \, 
sehingga \  ` dan  ∩   `. Oleh karena itu, [   (  dan  ∩   ` 
maka diperoleh [   ⊕ . ∎ 
 
D. Transformasi Linear 
Secara umum suatu pemetaan dapat didefinisikan dari suatu himpunan ke 
dalam suatu himpunan yang lain. Secara khusus akan dipelajari pemetaan dari 
ruang vektor ke dalam ruang vektor yang lain yang menggunakan operasi pada 
ruang vektor, yaitu operasi penjumlahan dan perkalian skalar. 
Definisi 2.22: (Arifin ,2001 : 51) 
Misalkan [ dan q ruang vektor atas lapangan real . Transformasi linear 
*: [ → q adalah pemetaan dari suatu ruang vektor [ ke ruang vektor q yang 
memenuhi : 
a. *%\ ( ]&  *%\& ( *%]&, untuk setiap \ dan ] di [ ; 
b. *%^\&  ^*%\&, untuk setiap \ ∈ [ dan ^ ∈ . 
Suatu pemetaan *: [ → [ adalah suatu transformasi linear dari suatu 
ruang vektor ke dirinya sendiri, maka * merupakan suatu operator linear pada 
[. 
Berikut ini adalah contoh mengenai transformasi linear. 
Contoh 2.13: 
Misalkan ℓ2 adalah suatu ruang vektor (berdasarkan Contoh 2.9), suatu 
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pemetaan *: ℓ= → ℓ=  didefinisikan oleh 
*%<, =, j, … & → %0, <, =, j, … &.                                %2.30& 
Akan ditunjukkan bahwa *  adalah suatu transformasi linear. 
Penyelesaian : 
Misalkan M  %<, =, j, … & dan .M  %.<, .=, .j, … & vektor-vektor di ℓ2 
maka 
M ( .M  %<, =, j, … & ( %.<, .=, _j, … &   %< ( .<, = ( .=, j ( .j, … &,  
sehingga berlaku 
 *%M ( .M&  *%< ( .<, = ( .=, j ( .j, … &   %0, < ( .<, = ( .=, j ( .j, … &   %0 ( 0, < ( .<, = ( .=, j ( .j, … &   %0, <, =, j, … & ( %0, .<, .=, .j, … &   *%M& ( *%.M&. 
Jika g adalah skalar di lapangan   maka gM  g%<, =, j, … & %g<, g=, gj, … & sehingga berdasarkan (2.30) berlaku: *%gM&  *%g<, g=, gj, … &   %0, g<, g=, gj, … &   g%0, <, =, j, … &   g*%M&. 
Dengan demikian, pemetaan  *: ℓ= → ℓ=  merupakan suatu transformasi linear.  
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Berikut ini adalah teorema yang berlaku pada transformasi linear. 
Teorema 2.5 : (Anton, 1978: 235) 
Misalkan [ dan q ruang vektor atas lapangan real . Jika *: [ → q adalah 
suatu transformasi linear, maka berlaku 
a. *%0\&  `, untuk setiap \ ∈ [ 
b. *%$\&  $*%\&, untuk setiap \ ∈ [ 
c. *%\ $ ]&  *%\& $ *%]&, untuk setiap \, ] ∈ [ 
Bukti : 
a. Misalkan \ adalah vektor di ruang vektor [, maka berlaku 0\  ` ∈ [ 
dengan 0 ∈   dan * suatu transformasi linear sehingga diperoleh 
*%`&  *%0\&  0*%\&  `. 
b. Misalkan * suatu transformasi linear maka untuk setiap \ ∈ [ berlaku  
*%\&, sehingga untuk $1 ∈  dan berdasarkan aksioma 6 berlaku 
%$1&\  $\ ∈ [ dan diperoleh 
*%$\&  *%%$1&\&  %$1&*%\&  $*%\&. 
c. Misalkan \ dan ] adalah sebarang vektor di ruang vektor [, maka selisih 
dari dua vektor tersebut dapat dinyatakan dengan 
\ $ ]  \ ( %$1&].                                    %2.31& 
* merupakan transformasi linear sehingga dari persamaan (2.31) berlaku 
*%\ $ ]&  *%\ ( %$1&]& 
 *%\& ( *%$1&%]&  *%\& $ *%]&.∎ 
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Di dalam transformasi linear terdapat suatu invers.  Misalkan : [ → q 
dan :q → [ adalah transformasi linear sedemikian sehingga  merupakan  
suatu invers dari . Berikut ini akan dijelaskan mengenai definisi invers dari 
suatu transformasi linear. 
Definisi 2.23: (Gerber, 1990: 312) 
Misalkan *: [ → q adalah suatu transformasi linear, maka invers dari * adalah 
suatu transformasi dari q ke [, dinotasikan *$1:q → [  sedemikian sehingga  
*$1%x&  w ∈ [|*%w&  x , untuk setiap x ∈ q, 
Selanjutnya, akan dijelaskan mengenai definisi dari range dan kernel dari 
suatu transformasi linear pada ruang vektor. 
Definisi 2.24: (Gerber, 1990: 314) 
Misalkan *: [ → q suatu transformasi linear maka himpunan vektor di [ yang 
dipetakan ke dalam vektor ` di q dinamakan Kernel (ruang null) dari *, 
dinotasikan dengan 
ker%*&  w ∈ [|*%w&  ` ∈ q. 
Sedangkan,  untuk setiap x ∈ q maka terdapat satu elemen w dalam [ 
sedemikian sehingga *%w&  x dinamakan range dari *, dinotasikan dengan 
range%*&  x ∈ q|*%w&  x, dengan w ∈ [ . 
Berikut ini adalah teorema yang berhubungan dengan range dan kernel 
pada suatu transformasi linear *. 
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Teorema 2.6 : (Gerber, 1990: 317-318) 
Misalkan [ dan q masing-masing adalah ruang vektor, suatu transformasi 
linear *: [ → q berlaku 
a. Ker%*& adalah subruang pada [ 
b. Range%*& adalah subruang pada q 
Bukti : 
a. Misalkan \ dan ] adalah vektor-vektor di ker%*& dan * adalah 
transformasi linear maka berlaku *%\&  ` dan *%]&  `, jika g adalah 
sebarang skalar atas lapangan real  maka berlaku 
*%\ ( ]&  *%\& ( *%]&  ` ( `  `,              %2.32& 
sehingga \ ( ] berada dalam ker%*&. Selanjutnya 
*%g\&  g*%\&  g`  `,                         %2.33& 
sehingga g\ berada dalam ker%*&. Berdasarkan Teorema 2.1 maka 
persamaan (2.32) dan (2.33) menunjukkan bahwa ker%*& merupakan 
subruang pada [. 
b. Misalkan \ dan ] berada di range%*& maka terdapat vektor 1 dan 2 di [ sedemikian sehingga berlaku *%<&  \ dan *%=&  ] maka 
diperoleh 
*%<& ( *%=&  \ ( ]                           %2.34& 
dan untuk skalar g ∈  diperoleh 
*%g<&  g*%<&  g\.                        %2.35& 
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Dengan demikian, persamaan (2.34) dan (2.35) tertutup terhadap 
penjumlahan dan perkalian skalar. oleh karena itu, berdasarkan Teorema 
2.1 range%*& merupakan subruang pada q. ∎ 
 
E. Ruang Pre-Hilbert 
Pada suatu ruang vektor [ yang berdimensi hingga dapat didefinisikan 
suatu hasil kali antara vektor-vektor pada ruang vektor yang didefinisikan 
secara aksiomatis. Definisi berikut akan diberikan pada suatu ruang vektor atas 
lapangan real. 
Definisi 2.25:  (Anton, 1978: 175) 
Suatu inner product pada ruang vektor [ adalah suatu pemetaan yang 
menghubungkan masing-masing pasangan vektor %\, ]& anggota [ dengan 
〈\, ]〉 skalar atas lapangan real  pada [ sedemikian sehingga untuk setiap 
skalar ^ aksioma-aksioma berikut terpenuhi 
a. 〈\, ]〉  〈], \〉, untuk setiap \, ] ∈ [ 
b. 〈\, \〉 A 0 dan 〈\, \〉  0, jika hanya jika \   
c. 〈\ ( ], _〉  〈\, _〉( 〈], _〉, untuk setiap \, ], _ ∈ [ 
d. 〈^], _〉  	〈], _〉 untuk setiap 	 ∈ , dengan  adalah skalar atas 
lapangan real pada [ dan ], _ ∈ [. 
Dari definisi inner product di atas, maka diperoleh suatu definisi ruang 
pre-Hilbert sebagai berikut. 
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Definisi 2.26:  (Anton, 1978: 175) 
Suatu ruang vektor [ yang dilengkapi dengan inner product dinamakan ruang  
inner product. Ruang inner product juga dinamakan ruang  pre-Hilbert.  
Suatu inner product dapat dinyatakan ke dalam norma dan jarak suatu 
vektor. Berikut akan dijelaskan definisi dari hal-hal tersebut. 
Definisi 2.27: (Anton, 1978: 182) 
Misalkan  adalah suatu ruang pre-Hilbert dan \ adalah vektor di  maka 
norma vektor \ didefinisikan oleh: 
                                    
‖\‖  p〈\, \〉  〈\, \〉12. 
Jika suatu barisan ^#  %1, 2, 3, … & ∈ ℓ2 maka berlaku norma barisan 
berlaku 
‖^#‖  〈^#, ^#〉12  p〈^#, ^#〉 
 %<, =, j, … &<=j⋮  
  p%<, =, j, … &%<, =, j, … &* 
 p<2 ( =2 ( j2 ( ⋯ 
Definisi 2.28: (Anton, 1978: 182) 
Misalkan  adalah suatu ruang pre-Hilbert dan \ adalah vektor di  maka 
jarak vektor \ didefinisikan oleh: 
"%\, ]&  ‖\ $ ]‖  p〈\ $ ], \ $ ]〉. 
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Berikut adalah contoh dari suatu ruang pre-Hilbert. 
Contoh 2.14: 
Misalkan ℓ2 adalah suatu ruang vektor, dengan ℓ2  c^#F∑ |^#|2 e ∞∞#1 f. 
Akan ditunjukkan bahwa ℓ2 adalah ruang pre-Hilbert. 
Penyelesaian: 
Akan ditunjukkan bahwa ruang vektor ℓ2 merupakan ruang pre-Hilbert jika 
didefinisikan suatu inner product sebagai berikut 
〈^#, Ba#C〉  %1, 2, 3, … &h.1, .2, .3, … i  <.< ( =.= ( j.j… 
a. Untuk setiap ^#, Ba#C ∈ ℓ2akan dibuktikan 〈^#, Ba#C〉  〈Ba#C, ^#〉 
maka diperoleh 
〈^#, Ba#C〉  %1, 2, 3, … &h.1, .2, .3, … i  <.< ( =.= ( j.j…    .<< ( .== ( .jj… (karena ^# dan Ba#C merupakan 
barisan bilangan real maka untuk setiap 1, .1, … ∈  
berlaku 1 ( .1  .1 ( 1  ⋯ ∈ )  %.<, .=, .j, … &%<, =, j, … &*  〈aM, ^M〉. 
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b. Untuk setiap ^# ∈ ℓ2 dengan  berlaku 〈^#, ^#〉  0 dan 
〈^#, ^#〉  0 jika hanya jika ^#  ` maka diperoleh 
〈^#, ^#〉  %1, 2, 3, … &%1, 2, 3, … &   << ( == ( jj…   <= ( == ( j=…  0. 
Misalkan〈^#, ^#〉  0, maka berlaku bahwa 
%1, 2, 3, … &%1, 2, 3, … &  12 ( 22 ( 32 (⋯  0, 
sehingga ^#  `. 
Sebaliknya, jika ^#  ` maka berlaku bahwa  
〈^#, ^#〉  〈`,`〉  %0,0,0,… &%0,0,0,… &  0 
c. Untuk setiap ^#, Ba#C, Bl#C ∈ ℓ2akan dibuktikan 〈^#( Ba#C, Bl#C〉 
〈^#, Bl#C〉( 〈Ba#C, Bl#C〉 maka diperoleh 
〈^#( Ba#C, Bl#C〉  h^#( Ba#CiBl#C   h%<, =, j, … & ( %.<, .=, .j, … &i%o<, o=, oj, … &* 
  %< ( .<, = ( .=, j ( .j, … &%o<, o=, oj, … &*   h%< ( .<&o< ( %= ( .=&o= ( %j ( .j&oj (⋯i 
  %<o< ( .<o< ( =o= ( .=o= ( joj ( .joj (⋯&   %<o< ( =o= ( joj (⋯& (%.<o< ( .=o= ( .joj (⋯&   h%<, =, j, … &%o<, o=, oj, … &*i 
(h%.<, .=, .j, … &%o<, o=, oj, … &*i 
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  〈^M, lM〉 ( 〈aM, lM〉. 
d. Untuk setiap ^#, Ba#C ∈ ℓ2 dengan ^#  %1, 2, 3, … &, Ba#C 
h.1, .2, .3, … i dan skalar g ∈  berlaku 〈g^#, Ba#C〉  g〈^#, Ba#C〉 
maka diperoleh 
 〈g^#, Ba#C〉  %g1, g2, g3, … &h.1, .2, .3, … i   %g<.< ( g=.= ( gj.j…&   g%<.< ( =.= ( j.j… &   g〈^M, aM〉. 
Oleh karena itu, ruang vektor ℓ= merupakan ruang pre-Hilbert. 
Berkaitan dengan norma yang berlaku pada suatu ruang vektor. Berikut 
ini akan dijelaskan mengenai teorema-teorema yang berlaku pada norma, yaitu 
hukum parallelogram, ketaksamaan Cauchy-Scwarz, dan ketaksamaan segitiga. 
Teorema 2.7 : Hukum Parallelogram (Berberian, 1961: 29) 
Untuk setiap \, ] di dalam ruang pre-Hilbert  berlaku 
‖\( ]‖2 ( ‖\ $ ]‖2  2‖\‖2 ( 2‖]‖2. 
Bukti : 
Misalkan \ dan ] adalah vektor-vektor pada suatu ruang pre-Hilbert  , maka 
berlaku 
‖\( ]‖2  〈\ ( ], \ ( ]〉 
 〈\, \ ( ]〉 ( 〈], \ ( ]〉  (Definisi 2.25 aksioma c) 
 〈\, \〉 ( 〈\, ]〉 ( 〈], \〉 ( 〈], ]〉  (Definisi 2.25 aksioma c) 
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  ‖\‖= ( ‖]‖= ( 〈\, ]〉 ( 〈], \〉.                                        %2.36& 
Selanjutnya, dengan mengganti ] dengan –] diperoleh: 
‖\$ ]‖2  〈\ $ ], \ $ ]〉  〈\, \ $ ]〉 $ 〈], \ $ ]〉  (Definisi 2.25 aksioma c) 
 〈\, \〉 $ 〈\, ]〉 $ 〈], \〉 ( 〈], ]〉  (Definisi 2.25 aksioma c) 
  ‖\‖= ( ‖]‖= $ 〈\, ]〉 $ 〈], \〉.                                        %2.37& 
Dari hasil penjumlahan persamaan (2.36) dan (2.37) diperoleh  
‖\ ( ]‖2 ( ‖\$ ]‖2  2‖\‖2 ( 2‖]‖2. ∎ 
Teorema berikut akan menjelaskan keterkaitan nilai mutlak dari suatu 
inner product dengan norma dari vektor-vektornya. 
Teorema 2.8 : Ketaksamaan Cauchy-Schwarz (Berberian, 1961: 30) 
Untuk setiap \, ] di dalam ruang pre-Hilbert  berlaku 
|〈\,]〉| J ‖\‖‖]‖.                                            %2.38& 
Bukti : 
Misalkan \ dan ] adalah vektor-vektor pada suatu ruang pre-Hilbert , untuk 
]  0 maka persamaan (2.36) berlaku 
|〈\,]〉|  0 J ‖\‖‖]‖ .                                             %2.39& 
Untuk ]  0, misalkan 
_  \ $ ^], 
dengan _ adalah vektor pada ruang pre-Hilbert  maka berdasarkan persamaan 
(2.39) diperoleh 
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0 J ‖_‖=  〈_, _〉 
 〈\ $ ^], \ $ ^]〉 
 〈\, \ $ ^]〉 $ 〈^], \ $ ^]〉 (Definisi 2.25 aksioma c) 
 〈\, \〉 $ 〈\, ^]〉 $ 〈^], \〉 ( 〈^], ^]〉  (Definisi 2.25 aksioma c) 
 〈\, \〉 $ 〈\, ^]〉 ( ^〈], \〉 $ ^〈], ]〉 (Definisi 2.25 aksioma c) 
 〈\, \〉 $ ^〈\, ]〉 ( ^〈], \〉 $ ^〈], ]〉 (Definisi 2.25 aksioma d) 
 ‖\‖= $ ^〈\, ]〉 ( ^〈], \〉 $ ^〈], ]〉. 
Dengan memisalkan 〈],\〉$ ^〈], ]〉  0, maka diperoleh 
0 J ‖_‖=  ‖\‖= $ ^〈\, ]〉,                              %2.40& 
dan 
^  〈], \〉〈], ]〉 .                                                %2.41& 
Selanjutnya, persamaan (2.41) disubstitusikan ke persamaan (2.40) diperoleh 
0 J ‖\‖= $ 〈], \〉〈], ]〉 〈\, ]〉, 
atau 
0 J ‖\‖= $ |〈\, ]〉|=‖]‖=   
sehingga,  
|〈\, ]〉|2‖]‖2 J ‖\‖2. 
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Selanjutnya, dengan mengalikan kedua ruas dengan ‖]‖2 diperoleh |〈\, ]〉|2 J
‖\‖2‖]‖2. Oleh karena itu, |〈\,]〉| J ‖\‖‖]‖.∎ 
Teorema 2.9 : Ketaksamaan Segitiga (Berberian, 1961: 30) 
Untuk setiap \, ] di dalam ruang pre-Hilbert  berlaku 
‖\( ]‖ J ‖\‖( ‖]‖. 
Bukti : 
Dengan menggunakan langkah  pada ketaksamaan Cauchy-Schwarz, yaitu : 
‖\ ( ]‖2  〈\ ( ],\ ( ]〉 
                  〈\, \ ( ]〉 ( 〈\, \ ( ]〉  〈\, \〉 ( 〈\, ]〉 ( 〈], \〉 ( 〈], ]〉  
(aksioma c) 
                ‖\‖= ( 2〈\, ]〉 ( ‖]‖= J ‖\‖= ( 2|〈\, ]〉| ( ‖]‖= J ‖\‖= (
                      2‖\‖‖]‖ ( ‖]‖= (ketaksamaan Cauchy-Schwarz) 
                %‖\‖ ( ‖]‖&=. 
Selanjutnya, jika kedua ruas masing-masing diakarkan maka diperoleh ‖\ (
]‖ J ‖\‖( ‖]‖.   ∎ 
Misalkan \ dan ] masing-masing vektor tak nol dalam suatu ruang pre-
Hilbert atas lapangan real  dan keduanya saling ortogonal jika berlaku suatu 
inner product seperti yang akan dijelaskan pada definisi berikut. 
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Definisi 2.29: (Arifin, 2001: 106) 
Vektor \ dan ] dalam ruang pre-Hilbert  dikatakan ortogonal (saling 
ortogonal) jika 〈\,]〉  0. 
Vektor \ dan ] yang ortogonal dinotasikan dengan \   ], dan dibaca x 
ortogonal terhadap y atau sebaliknya y ortogonal terhadap x. Menurut definisi 
di atas, vektor nol ortogonal pada setiap vektor di ruang pre-Hilbert . 
Definisi 2.30: (Berberian, 1961 : 71) 
Misalkan  adalah subruang pre-Hilbert ,   dinamakan komplemen 
ortogonal dari  pada  dan berlaku 
   \ ∈ |〈\,]〉  0, untuk setiap ] ∈ . 
Berdasarkan definisi di atas, suatu subruang pre-Hilbert memiliki 
komplemen ortogonal. Proposisi berikut akan menjelaskan irisan dari subruang 
pre-Hilbert dengan komplemen ortogonalnya serta menjelaskan bahwa 
komplemen ortogonal dari subruang pre-Hilbert juga merupakan suatu 
subruang.  
Proposisi 2.3 : (Arifin, 2001: 110) 
Misalkan  adalah ruang pre-Hilbert dan ) adalah subruang pada , maka 
berlaku : 
a. ) ∩ )¡  ` 
b. )  adalah subruang dari  
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Bukti : 
a. Misalkan sebarang \ ∈ ) ∩ )¡, maka \ ∈ ) dan \ ∈ )¡ sedemikian 
sehingga 〈\, \〉  0. Oleh karena itu, berdasarkan aksioma (b) inner 
product  \  `. 
b. Ambil sebarang )  himpunan bagian pada ruang pre-Hilbert , akan 
ditunjukkan bahwa )  adalah subruang dari . 
i. )  himpunan bagian tak kosong, sebab ` ∈ )¡. 
ii. Misalkan \t, \ ∈ )  , maka untuk setiap ] ∈ ) berlaku 〈\t, 〉 
〈\, ]〉  0 sehingga 〈\t ( \, ]〉  〈\t, ]〉( 〈\, ]〉  0. Oleh 
karena itu, \t ( \ ∈ ) . 
iii. Misalkan \t ∈ )  dan ¢ ∈ £, maka untuk setiap ] ∈ ) berlaku 
〈\t, ]〉  0 sehingga 〈¢\t, ]〉  ¢〈\t, ]〉  ¢0  0. Oleh karena itu, 
¢ \1 ∈ ) . 
Jadi, terbukti bahwa )  adalah subruang pada . ∎ 
Pada teorema berikut akan dibuktikan bahwa relasi Pythagoras memenuhi 
untuk setiap pasangan dari vektor-vektor ortogonal di suatu ruang pre-Hilbert 
sehingga dapat digeneralisasikan untuk setiap skalar yang diperoleh dari vektor-
vektor ortogonal. 
Teorema 2.10 : Relasi Pythagoras (Berberian, 1961: 44) 
Untuk setiap \, ] di dalam ruang pre-Hilbert  dari vektor-vektor ortogonal 
berlaku 
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‖\ ( ]‖2  ‖\‖2 ( ‖]‖2. 
Bukti : 
Misalkan \ dan ] adalah vektor-vektor pada suatu ruang pre-Hilbert . Jika \ 
ortogonal ke ] maka berlaku 〈\,]〉  〈],\〉  0. Selanjutnya,  
‖\( ]‖2  〈\ ( ], \ ( ]〉  〈\, \ ( ]〉 ( 〈], \ ( ]〉  (Definisi 2.25 aksioma c) 
 〈\, \〉 ( 〈\, ]〉 ( 〈], \〉 ( 〈], ]〉  (Definisi 2.25 
aksioma c) 
 ‖\‖= ( 0 ( 0 ( ‖]‖= 
 ‖\‖2 ( ‖]‖2. ∎ 
F. Proyeksi Ortogonal 
Dalam subbab sebelumnya telah dijelaskan bahwa suatu transformasi 
linear dikatakan operator linear jika pemetaan tersebut memetakan suatu ruang 
ke dirinya sendiri. Kasus khusus dari suatu operator linear adalah proyeksi. 
Untuk lebih memahami penjelasan tentang proyeksi dapat dilihat pada definisi 
berikut. 
Definisi 2.31: (Arifin, 2001:77) 
Misalkan ¤ dan ¥ adalah subruang pada ruang pre-Hilbert  dan suatu 
operator linear :  ⟶  dinamakan proyeksi pada ¤ sepanjang ¥ jika 
berlaku   ¤⊕¥ maka untuk setiap vektor \ ∈  dapat dinyatakan secara 
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tunggal \  ] ( _ dengan ] ∈ ¤, _ ∈ ¥ sedemikian sehingga berlaku %\& 
]. 
Berdasarkan Teorema 2.4 range dan kernel dari suatu operator linear 
merupakan subruang. Berikut ini adalah teorema mengenai proyeksi yang 
berkaitan dengan range dan kernel dari operator linear. 
Teorema 2.10 : (Wiedmann, 1980: 29) 
Misalkan  adalah suatu ruang pre-Hilbert, maka berlaku 
a. Jika :  ⟶  adalah suatu proyeksi, maka   range%& ⊕ ker%&. 
b. Jika    ⊕ , dengan  dan  adalah subruang pada  maka terdapat 
suatu proyeksi :  ⟶  dengan   range%& dan   ker%&. 
Bukti : 
a. Misalkan \  %\& maka berdasarkan Definisi 2.23 jelas bahwa \ ∈
range%&. Jika   \ ∈ range%& ∩ ker%& maka \  %\& ∈ range%& 
dan \  %\&  ` ∈ ker%&, sehingga range%& ∩ ker%&  `. Untuk 
setiap \ ∈  dapat dinyatakan sebagai 
\  %\& ( h\ $ %\&i, 
dengan %\& ∈ range%& dan h\ $ %\&i ∈ ker%& karena 
h\ $ %\&i  %\& $ h%\&i (berdasarkan Teorema 2.3 c) 
  %\& $ %\&  `. 
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Jadi, karena berlaku jumlahan range%& ( ker%& dan range%& ∩
ker%&  ` maka terbukti bahwa   range%& ⊕ ker%&. ∎ 
b. Misalkan    ⊕  maka berdasarkan Teorema 2.2 untuk setiap \ ∈  
dapat dinyatakan secara tunggal \  ] ( _ dengan ] ∈  dan _ ∈ . 
Berdasarkan pembuktian pada (a) jika ] ∈  dan _ ∈  maka berlaku 
%\&  ] dan %_&  ` untuk setiap \ ∈  dan berdasarkan Definisi 
2.23 maka ] ∈ range%&, _ ∈ ker%& sehingga berlaku 
  ⊆ range%&    dan      ⊆ ker%&                      (2.42) 
Sebaliknya, jika berlaku suatu direct sum   range%&⊕ ker%& untuk 
setiap \ ∈  dapat dinyatakan secara tunggal \  ] ( _ dengan ] ∈
range%&, _ ∈ ker%& sehingga berlaku %\&  ] dan %_&  `. 
Berdasarkan Teorema 2.2, hal tersebut menunjukkan bahwa ] ∈  dan 
_ ∈  sehingga berlaku 
 range%& ⊆ Y    dan     ker%& ⊆                       (2.43) 
Oleh karena itu, berdasarkan persamaan (2.42) dan (2.43) terbukti bahwa 
range%&    dan ker%&  . ∎ 
Berikut ini adalah proposisi yang berlaku pada suatu operator linear yang 
berkaitan dengan proyeksi pada ruang pre-Hilbert. 
Proposisi 2.4: (Arifin, 2001: 77-78) 
Misalkan  suatu ruang pre-Hilbert, operator linear  :  ⟶  adalah suatu 
proyeksi jika dan hanya jika 2   ( suatu idempoten). 
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Bukti: 
Misalkan :  ⟶  suatu proyeksi maka berlaku suatu direct sum   ¤⊕
¥. Berdasarkan Teorema 2.11 maka ¤  range%& dan ¥  ker%& maka 
untuk setiap \ ∈  dengan \  ] ( _ dan ] ∈ ¤, _ ∈ ¥ sedemikian sehingga 
berlaku  \  ] dan %\&  ] diperoleh bahwa 
2%\&  h%\&i  %]&  ]  %\&. 
Jadi, 2%\&  %\& untuk setiap \ ∈ , sehingga 2  . 
Sebaliknya, misalkan 2   dan  adalah suatu operator linear maka akan 
dibuktikan bahwa   range%&⊕ ker%&. Ambil \ ∈  maka berlaku 
]  %\& dengan ] ∈ range%& dan misalkan _  \ $ ] maka diperoleh 
\  ] ( _  sehingga berlaku 
%_&  %\& $ %]&  %\& $ h%\&i  %\& $ %\&  `.         %2.44& 
Hal ini menunjukan bahwa _ ∈ ker%&, sehingga   range%& ( ker%&. 
Selanjutnya, ambil ] ∈ range%& ∩ ker%& karena ] ∈ range%& maka 
]  %\& untuk setiap \ ∈ . Selanjutnya, karena 2   maka untuk setiap 
\ ∈  berlaku 2%\&  %\& dan jika ] ∈ ker%& maka diperoleh 
]  %\&  h%\&i  %]&  `,                      %2.45& 
sehingga range%& ∩ ker%&  `. Jadi, dari persamaan (2.44) dan (2.45) 
menunjukan bahwa   range%& ⊕ ker%&. Selanjutnya, untuk setiap \ ∈  
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dan \  ] ( _  dengan ] ∈ range%&, _ ∈ ker%& berlaku  \  ] sehingga 
diperoleh 
%\&  %]&  h%\&i  %\&  ]. 
Jadi, :  ⟶  berlaku suatu direct sum   range%& ⊕ ker%&, oleh 
karenanya  adalah suatu proyeksi. ∎ 
Berikut ini akan dijelaskan mengenai teorema suatu operator linear yang 
berkaitan dengan pre-Hilbert. 
Teorema 2.12 : (Taylor & Lay, 1980: 250) 
Misalkan  adalah suatu ruang pre-Hilbert, suatu operator linear :  →  
dikatakan simetri jika hanya jika 
〈%\&, ]〉  〈\,%]&〉  untuk setiap \, ] ∈ .                       %2.46& 
Bukti : 
Misalkan :  →  adalah suatu operator linear pada ruang pre-Hilbert . 
Operator linear * memetakan ruang pre-Hilbert  ke dirinya sendiri sehingga 
untuk setiap \, ] ∈  berlaku %\&  \ dan %]&  ]. Misalkan \  %\& ( v 
dan ]  %]& ( w dengan v, w ∈ ker%& maka diperoleh 
〈%\&, ]〉  〈%\&, %]&( w〉 
  〈%\&, %]&〉 ( 〈%\&, w〉, (Definisi 2.25 aksioma c)  (2.47) 
〈\,%]&〉  〈%\&(v,%]&〉 
  〈%\&, %]&〉 ( 〈v, %]&〉.  (Definisi 2.25 aksioma c) (2.48) 
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Jika range%& dan ker%& adalah ortogonal, maka berdasarkan persamaan 
(2.47) dan (2.48) dapat diperoleh bahwa 〈%\&, ]〉  〈%\&, %]&〉  〈\,%]&〉. 
Di lain pihak, jika persamaan (2.44) berlaku dan \ ∈ range%&, ] ∈ ker%& 
maka %\&  \, %]&  `, sehingga 〈\, ]〉  〈%\&, ]〉  〈\,%]&〉  〈\,`〉 
0. Oleh karena itu, operator linear * adalah simetri. ∎ 
Proyeksi pada ruang pre-Hilbert dikatakan orthogonal jika dua buah 
subruang yang dinyatakan dengan direct sum saling ortogonal. Berikut akan 
dijelaskan mengenai definisi proyeksi orthogonal pada ruang pre-Hilbert. 
Definisi 2.32: (Arifin, 2001: 112) 
Misalkan ¦ adalah subruang pada ruang pre-Hilbert  dan K  adalah 
komplemen ortogonal pada dan K. Proyeksi ortogonal ¦ adalah suatu proyeksi 
pada ¦ sepanjang K . 
Untuk lebih memperjelas ciri dari proyeksi ortogonal dapat dilihat pada 
teorema berikut yang digunakan untuk memperlihatkan bahwa suatu operator 
linear merupakan proyeksi ortogonal. 
Teorema 2.13 : (Arifin, 2001: 113) 
Misalkan  suatu ruang pre-Hilbert operator linear :  →  suatu proyeksi 
ortogonal jika dan hanya jika :  →  bersifat idempoten dan simetri. 
Bukti : 
Misalkan :  →  suatu proyeksi ortogonal maka berdasarkan Teorema 2.11 
operator linear :  →  suatu proyeksi pada range%& sepanjang ker%&  dan 
59 
 
berlaku 
  range%& ⊕ ker%&  
Berdasarkan Proposisi 2.4, opertor linear :  →  bersifat idempoten maka 
berlaku 2   dan dengan Definisi 2.32 diperoleh 
hrange%&i   ker%&  
Ambil vektor \, ] ∈ , dan ditulis 
\  \t ( \ dan ]  ]t ( ] 
dengan \t, ]t ∈ range%& dan \, ] ∈ ker%& diperoleh 〈%\&, ]〉  〈\t, ]〉   〈\t ( \, ]t ( ]〉    〈\t, ]t ( ]〉 ( 〈\, ]t ( ]〉   (Definisi 2.25 aksioma c)    〈\t, ]t〉 ( 〈\t, ]〉 ( 〈\, ]t〉 ( 〈\, ]〉 (Definisi 2.25 
aksioma c) 
   〈\t ( \, ]t〉   ( 〈\t ( \, ]〉 (Definisi 2.25 aksioma c)      〈\t ( \, ]t〉     〈\t ( \, ]〉  〈\, %]&〉. 
Hal ini menunjukan bahwa operator linear :  →  bersifat simetri. 
Sebaliknya, misalkan :  →  bersifat idempoten dan simetri. Berdasarkan 
Proposisi 2.4  2  , maka berdasarkan Teorema 2.11 operator linear  :  →
  suatu proyeksi pada range%& sepanjang ker%& dengan 
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  range%& ⊕ ker%&. 
Ambil vektor \ ∈ range%& dan ] ∈ ker%&, berdasarkan Definisi 2.24 dan 
untuk setiap \ ∈  berlaku %\&  \ dan %]&  ` maka diperoleh 
〈\, ]〉  〈%\&, ]〉  〈\,%]&〉  〈\,`〉  0, 
sehingga berlaku %]&  ]  ` dan berdasarkan Definisi 2.24 ] ∈
hrange%&i¡ maka berlaku  
ker%& ⊆ hrange%&i¡.                                           %2.49& 
Selanjutnya, jika \ ∈ range%& dan ] ∈ hrange%&i¡ maka diperoleh 
〈\, ]〉  〈%\&, ]〉  〈\,%]&〉  〈\,`〉  0, 
sehingga berlaku %]&  ]  ` dan berdasarkan Definisi 2.23 ] ∈ ker%&  
maka berlaku  
hrange%&i  ⊆ ker%&.                                        %2.50& 
Berdasarkan persamaan (2.49) dan (2.50) maka  hrange%&i   ker%&. Oleh 
karena itu,   range%& ⊕ ker%& sehingga operator linear :  →  adalah 
suatu proyeksi ortogonal. ∎ 
Untuk lebih memahami proyeksi ortogonal pada ruang pre-Hilbert dapat 
dilihat pada contoh berikut. 
Contoh 2.15: 
Misalkan ℓ2 adalah suatu ruang pre-Hilbert maka terdapat suatu : ℓ= → ℓ= 
didefinisikan oleh 
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%<, =, j, … & → %0, =, j, … & . 
Akan ditunjukkan bahwa * adalah suatu proyeksi ortogonal pada ruang pre-
Hilbert . 
Penyelesaian : 
Akan ditunjukkan terlebih dahulu bahwa  merupakan suatu operator linear. 
Misalkan M  %<, =, j, … & dan .M  %.<, .=, .j, … &  vektor-vektor di ℓ2 
maka 
 M ( .M  %<, =, j, … & ( %.<, .=, .j, … &  %< ( .<, = ( .=, j ( .j, … &, 
 berdasarkan definisi berlaku %M&  %<, =, j, … &  %0, =, j, … & dan %.M&  %.<, .=, .j, … &  %0, .=, .j, … & sehingga diperoleh %M ( .M&  %< ( .<, = ( .=, j ( .j, … &     %0, = ( .=, j ( .j, … &  %0 ( 0, = ( .=, j ( .j, … &  %0, =, j, … &  ( %0, .=, .j, … &       %<, =, j, … & ( %.<, .=, .j, … &       %v& ( %w&. 
Jika g adalah skalar atas lapangan real   maka berlaku 
gM  g%<, =, j, … &  %g<, g=, gj, … & sehingga diperoleh  %gM&  %g<, g=, gj, … &   %g0, g=, j, … & 
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  g%0, =, j, … &  g%M&. 
Jadi,  merupakan suatu transformasi linear dan  merupakan operator linear 
karena memetakan suatu ruang vektor ℓ2 ke dirinya sendiri. Selanjutnya, akan 
dibuktikan bahwa  merupakan suatu proyeksi ortogonal. Berdasarkan 
Teorema 2.11, suatu proyeksi ortogonal memiliki sifat idempoten dan simetri. 
Untuk setiap M  %<, =, j, … &  ∈ ℓ= maka berlaku %M& %<, =, j, … &  %0, =, j, … & sehingga diperoleh  
 h%M&i  h%<, =, j, … &i 
 %0, =, j, … &  %0, =, j, … &  %M&, 
sehingga  idempoten. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa  simetri. 
Misalkan M  %<, =, j, … & dan .M  %.<, .=, .j, … & vektor-vektor di ℓ2 
maka berdasarkan definisi berlaku %M&  %<, =, j, … &  %0, =, j, … & 
dan %.M&  %.<, .=, .j, … &  %0, .=, .j, … & sehingga diperoleh suatu pre-
Hilbert 
 〈%#&, B.#C〉  〈%1, 2, 3, … &, h.1, .2, .3, … i〉  〈%0, =, j, … &, %.<, .=, .j, … &〉  =.= ( j.j (⋯,     %2.51& 
dan 
〈#, hB.#Ci〉  〈%1, 2, 3, … &, h.1, .2, .3, … i〉  〈%<, =, j, … &, %0, .=, .j, … &〉  =.= ( j.j (⋯.      %2.52& 
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Dari persamaan (2.51) dan (2.52) menunjukkan bahwa  simetri. Oleh karena 
itu, operator linear  adalah suatu proyeksi ortogonal. 
G. Kekonvergenan dan kelengkapan 
Salah satu cara untuk menjelaskan sifat kelengkapan adalah dengan 
mengasumsikan bahwa masing-masing himpunan bagian tak kosong yang 
terbatas pada  memiliki supremum. Untuk memahami definisi dari supremum, 
sebelumnya akan dijelaskan definisi dari himpunan terbatas atas, himpunan 
terbatas bawah, serta himpunan terbatas dan tidak terbatas seperti berikut ini. 
Definisi 2.33: (Bartle & Sherbert, 1927: 
Misalkan ) adalah himpunan bagian tak kosong  dari , maka berlaku 
a. Himpunan ) dikatakan terbatas atas jika terdapat suatu bilangan ¨ ∈  
sedemikain sehingga © J ¨ untuk setiap © ∈ ). Masing-masing bilangan 
¨ dinamakan batas atas pada ). 
b. Himpunan ) dikatakan terbatas bawah jika terdapat suatu bilangan ª ∈  
sedemikain sehingga ª J © untuk setiap © ∈ ). Masing-masing bilangan 
ª dinamakan batas atas pada ). 
c. Suatu himpunan ) dikatakan terbatas jika ) terbatas atas dan terbatas 
bawah. Himpunan ) dikatakan tidak terbatas jika ) tidak terbatas atas dan 
terbatas bawah 
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Definisi 2.34: (Bartle & Sherbert, 1927: 35) 
Misalkan ) adalah himpunan bagian tak kosong  dari . Jika ) terbatas atas 
maka suatu ¨ ∈  dinamakan supremum dari ) atau )¨@  ¨ jika memenuhi 
ketentuan berikut: 
a. ¨ adalah batas atas dari ) 
b. Jika « sebarang batas atas dari ) maka ¨ J « 
Berikut ini akan dijelaskan mengenai lemma yang berkaitan dengan 
definisi supremum di atas. 
Lemma 2.1 : (Bartle & Sherbert, 1927: 53) 
Misalkan ¨ ∈  maka ¨ dinamakan supremum dari himpunan bagian tak 
kosong ) pada  jika hanya jika berlaku © J ¨ untuk setiap © ∈ ). 
Bukti : 
%⟹& 
Misalkan ¨ adalah supremum dari ) maka berlaku bahwa ¨ adalah batas atas 
dari ). Jika terdapat ¨ ∈  maka berlaku bahwa © J ¨ untuk setiap © ∈ ). 
%⟸& 
Sebaliknya, jika terdapat ¨ ∈  maka berlaku © J ¨ untuk setiap © ∈ ) dan © 
bukan merupakan suatu batas atas dari ). Misalkan © sebarang batas bawah 
maka ¨ juga merupakan batas bawah dari ) sedemikian sehingga jika ¨ ∈  
maka berlaku © J ¨ untuk setiap © ∈ ). Hasil di atas kontradiksi, sehingga 
harus pernyataan harus dibalik yaitu ¨ adalah supremum dari ). ∎  
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Konsep terpenting dalam suatu barisan adalah kekonvergenan. Berikut ini 
akan dijelaskan mengenai definisi kekonvergenan suatu barisan. 
Definisi 3.35: (Varberg & Purcell, 2001: 97) 
Misalkan  ⊆ ,   ∅ dan  titik limit dari . Suatu pemetaan  +:  →  dan 
¬ ∈  maka ¬ dinamakan limit fungsi + di , dinotasikan ­®¯°→± +%&  ¬  jika 
untuk setiap ²  0 terdapat ³  0 sehingga jika 0 e | $ | e ³ dengan  ∈  
maka berlaku |+%& $ ¬| e ². 
Definisi 2.35: (Bartle & Sherbert, 1927: 54) 
Suatu barisan bilangan real # dikatakan konvergen jika untuk setiap ²  0 
terdapat suatu #0 ∈ > sedemikian sehingga #  #´ maka jika terdapat suatu  ∈  berlaku |#$ | J ². Jika  adalah limit dari barisan # maka # 
dikatakan konvergen ke   atau dinotasikan dengan lim#→∞#  . 
Dengan demikian jika suatu barisan memiliki limit dinamakan barisan 
konvergen. Sebaliknya, jika barisan tersebut tidak memiliki limit dinamakan 
barisan divergen. 
Contoh 2.16: 
Akan dibuktikan bahwa lim#→∞ m1#n  0 merupakan barisan yang konvergen 
dalam . 
Penyelesaian : 
Untuk setiap ²  0 maka terdapat #0 ∈ > sedemikian sehingga berlaku 1#0 e ². 
Jika #  #´ maka 1# J 1#0 e ², sehingga diperoleh 
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·1# $ 0·  1# e ². 
Oleh karena itu, barisan (1#) konvergen ke 0 dalam . 
Untuk membuktikan bahwa suatu barisan merupakan barisan konvergen 
memerlukan definisi yang dapat digunakan untuk mengetahuinya, minimal 
dengan perkiraan limit. Definisi tersebut berguna untuk mengukur 
kekonvergenan jika limit tidak dapat diperkirakan. Pengukuran yang dimaksud 
adalah pengukuran Cauchy untuk suatu barisan. 
Definisi 2.36: (Bartle & Sherbert, 1927: 82) 
Suatu barisan bilangan real %M& dinamakan suatu barisan Cauchy jika untuk 
setiap ²  0 terdapat suatu #0 ∈ > sedemikian sehingga #,¯  #´, maka 
berlaku |#$ ¯| J ². Dinotasikan dengan lim#,¯→∞   |#$ ¯|  0. 
Berikut ini akan dijelaskan mengenai contoh dari barisan Cauchy. 
Contoh 2.17: 
Misalkan #  m1#n suatu barisan, akan ditunjukkan bahwa m1#n adalah barisan 
Cauchy. 
Penyelesaian : 
Misalkan #  m1#n adalah suatu barisan. Untuk setiap ²  0 terdapat suatu 
#0 ∈ > sedemikian sehingga #0  2² dan berlaku 1#0 e ²2, karena #,¯  #´ 
diperoleh 
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1# J 1#0 e ²2       dan          1¯ J 1#0 e ²2 
Oleh karena itu, 
·1# $ 1¯ · J 1# ( 1¯ e ²2 ( ²2  ². 
Jadi, barisan #  m1#n merupakan barisan Cauchy. 
Di dalam kekonvergenan suatu barisan, akan dijelaskan juga mengenai 
kekonvergenan seragam yaitu kekonvergenan suatu barisan yang dihubungakan 
dengan suatu norma. Misalkan pemetaan  +:  →  dengan + pada  maka  
norma ‖+‖¸ e ² akan setara dengan |+%¹&| e ², dengan ¹ ∈ . Berikut ini akan 
dijelaskan mengenai kekonvergenan barisan dengan menggunakan norma 
seragam. 
Teorema 2.14: (Wiedmann, 1980 : 15) 
Misalkan suatu barisan fungsi +M terbatas pada  untuk setiap # ∈ >, maka 
barisan +M konvergen seragam ke suatu fungsi terbatas + pada  jika hanya 
jika untuk setiap ²  0 terdapat suatu #0 ∈ > sedemikian sehingga #,¯  #´, 
maka berlaku ºB+#C$ B+¯Cº J ².  
Bukti : 
%⟹& 
Misalkan +M konvergen seragam ke + pada . Ambil sebarang ²  0 maka 
untuk  #´ ∈ > sedemikian sehingga #,¯  #´, maka berlaku ‖+M $ +‖¸ J »= . 
Berdasarkan ketaksamaan segitiga maka untuk setiap ¹ ∈  diperoleh 
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|+M%¹& $ +¼%¹&| J |+M%¹& $ +%¹&| ( |+¼%¹& $ +%¹&| 
J ²2 ( ²2  ². 
Oleh karena itu, |+M%¹& $ +¼%¹&| J ² sehingga terbukti bahwa ‖+M $+¼‖ J ². %⟸& 
Untuk setiap ²  0 terdapat suatu #0 ∈ > sedemikian sehingga #,¯  #´, 
maka berlaku ‖+M $ +¼‖¸ J ² maka untuk setiap ¹ ∈  berlaku |+M%¹& $ +¼%¹&| J ‖+M $ +¼‖¸ J ². 
Hal ini menunjukkan bahwa %+M%¹&& merupakan barisan Cauchy di  
sehingga +M merupakan barisan konvergen ke suatu +%¹& untuk setiap ¹ ∈   
maka diperoleh 
|+M%¹& $ +%¹&|  lim½→N|+M%¹& $ +¼%¹&|  0 J ε. 
Hal ini menunjukkan bahwa barisan +M konvergen seragam ke suatu fungsi 
terbatas + pada . ∎ 
Berikut ini aka dijelaskan mengenai definisi dari suatu barisan konvergen 
dan barisan Cauchy dalam suatu ruang pre-Hilbert. 
Definisi 2.19 : (Wiedmann, 1980 : 15) 
Suatu barisan M dalam ruang inner product  dikatakan konvergen jika 
untuk setiap ²  0 terdapat suatu #´ ∈ > sedemikian sehingga #  #´ maka 
jika terdapat suatu \ ∈  berlaku ‖M $ \‖ J ² atau limM→N‖M $ \‖  0. 
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Definisi 2.20 : (Wiedmann, 1980 : 15) 
Suatu barisan M dalam ruang inner product  dinamakan suatu barisan 
Cauchy jika untuk setiap ²  0 terdapat suatu #´ ∈ > sedemikian sehingga #,¯  #´, maka berlaku ‖M $ ¼‖ J ². Dinotasikan dengan lim¼,M→N    ‖M $ ¼‖  0. 
Berikut ini akan dijelaskan mengenai proposisi dari suatu barisan Cauchy 
pada ruang pre-Hilbert. 
Proposisi 2.5: (Wiedmann, 1980: 16) 
Misalkan M suatu barisan pada ruang pre-Hilbert , maka berlaku: 
a. Jika M adalah barisan Cauchy, maka barisan ‖M‖ konvergen. 
b. Jika  adalah ruang pre-Hilbert dan M dan .M adalah barisan Cauchy, 
maka barisan B〈#, B.#C〉C adalah konvergen. 
Bukti : 
a. Misalkan M barisan Cauchy maka untuk setiap ²  0 terdapat suatu #0 ∈ > sedemikian sehingga #,¯  #´, maka berlaku ‖#$ ¯‖ J ² 
sehingga diperoleh bahwa 
‖#$ ¯‖2  〈#$ ¯, #$ ¯〉  〈M, M $ ¼〉 $ 〈¼, M $ ¼〉 (Definisi 
2.25 aksioma c)  〈M, M〉 ( 〈¼, ¼〉 $ 〈M, ¼〉     $〈¼, M〉  (Definisi 2.25 aksioma c) 
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 ‖M‖= ( ‖¼‖= $ 〈M, ¼〉 $ 〈¼, M〉  ‖M‖= ( ‖¼‖= $ 2〈M, ¼〉  ‖M‖= ( ‖¼‖= $ 2|〈M, ¼〉| A ‖M‖= ( ‖¼‖= $ 2‖M‖‖¼‖  (ketaksamaan 
Cauchy-Schwarz) 
  |‖M‖ $ ‖¼‖|=, 
sehingga ‖#‖$ ‖¯‖ J ‖#$ ¯‖ J ². Oleh karena itu, barisan ‖M‖ adalah barisan Cauchy yang konvergen. 
b. Oleh (a) terdapat suatu   0 dengan  ∈  sedemikian sehingga 
‖#‖ J  dan ºB.¯Cº J  untuk setiap #,¯ ∈ >. Jika  
F〈#, B.#C〉$ 〈%¯&, %.¯&〉F  |〈M, .M〉 $ 〈M, .¼〉 ( 〈M, .¼〉 $ 〈¼, .¼〉|    |〈M, .M $ .¼〉 ( 〈M $ ¯, .¼〉|     (Defini 2.25 
aksioma c) 
dengan menggunakan ketaksamaan Cauchy-Schwarz diperoleh 
 J ‖M‖‖.M $ .¼‖ ( ‖M $ ¼‖‖.¼‖ J ² 
atau 
 J ‖.M $ .¼‖ ( ‖M $ ¼‖ J ². 
Artinya, bahwa lim¯,#→∞    ºB.#C$ B.¯Cº( lim¯,#→∞    ‖#$ ¯‖ 0( 0  0, sehingga barisan 〈M, .M〉 konvergen. ∎ 
71 
 
Berikut ini adalah Lemma yang menjelaskan tentang hubungan 
kekonvergenan antara barisan yang satu dengan yang lainnya terhadap operasi 
penjumlahan dan perkalian dengan skalar. 
Lemma 2.2 : (Berberian, 1961: 64) 
Di dalam suatu ruang pre-Hilbert berlaku: 
a. Jika lim#→∞#  \ dan lim#→∞B.#C  ], maka lim#→∞h#(
B.#Ci  %\ ( ]&. 
b. Jika lim#→∞#  \ dan lim#→∞^#  ^, maka lim#→∞^# # ^\. 
Bukti : 
a. Akan dibuktikan bahwa jika lim#→∞#  \ dan lim#→∞B.#C  ], maka lim#→∞h#( B.#Ci  %\ ( ]&. Misalkan lim#→∞#  \ dan lim#→∞B.#C  ]  maka berlaku lim#→∞‖#$ \‖  0 dan lim#→∞ºB.#C$ ]º  0. Berdasarkan ketaksamaan segitiga diperoleh  lim#→∞     ºh#( B.#Ci$ %\( ]&º   lim#→∞º%#$ \&( %B.#C$ ]&º   J limM→N‖M $ \‖ ( limM→N‖.M $ ]‖    0 ( 0  0. 
Oleh karena itu, lim#→∞     ºh#( B.#Ci$ %\ ( ]&º  0 sehingga 
terbukti bahwa lim#→∞h#( B.#Ci  %\ ( ]&. 
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b. Akan dibuktikan bahwa jika lim#→∞#  \ dan limM→N^M  ^, maka lim#→∞^# #  ^\. Misalkan lim#→∞#  \ dan limM→N^M  ^ 
maka berlaku bahwa lim#→∞‖#$ \‖  0 dan lim#→∞|^#$ ^|  0. 
Berdasarkan ketaksamaan segitiga berlaku 
 limM→N‖^M M $ ^\‖  limM→N‖%^M $ ^&%M $ \& ( %M $ \&^ ( %^M $ ^&\‖  J limM→N|^M $ ^|‖M $ \‖ ( |^| limM→N‖ M $ \‖ (‖\‖ limM→N|^M $ ^|   0.0 ( |^|. 0 ( ‖\‖. 0  0. 
Oleh karena itu, lim#→∞‖^# #$ ^\‖  0 sehingga berlaku lim#→∞^# #  ^\.   ∎ 
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BAB III 
PEMBAHASAN 
 
Pada bab ini akan dibicarakan bagian pokok dari penulisan, yaitu 
proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert. Namun, sebelumnya akan dijelaskan 
terlebih dahulu tentang definisi dari ruang Hilbert serta sifat-sifat yang dimiliki 
oleh ruang Hilbert yang berhubungan dengan proyeksi ortogonal. 
A. Ruang Hilbert 
Misalkan  dan  masing-masing adalah ruang pre-Hilbert dan memiliki 
sifat yaitu lengkap (complete) dan tidak lengkap (incomplete), secara berturut-
turut. Ruang pre-Hilbert  dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy  di 
dalamnya merupakan barisan konvergen. Artinya, jika untuk setiap   0 
terdapat suatu 
 elemen bilangan asli  sedemikian sehingga 
  
, maka 
terdapat suatu vektor  sedemikian sehingga ‖  ‖   atau lim→  . Sedangkan, ruang pre-Hilbert  dikatakan tidak lengkap jika 
terdapat barisan Cauchy  di dalamnya yang tidak merupakan barisan 
konvergen. 
Definisi 3.1 : (Debnath, 1999 : 92) 
Suatu ruang pre-Hilbert yang lengkap dinamakan ruang Hilbert. 
Untuk lebih memahami pengertian ruang Hilbert, dapat dilihat pada 
contoh berikut. 
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Contoh 3.1:  
Berdasarkan Contoh 2.14, ℓ2 adalah suatu ruang pre-Hilbert. Akan ditunjukkan 
bahwa ℓ2 adalah ruang Hilbert. 
Penyelesaian : 
Diketahui bahwa ℓ2 adalah ruang pre-Hilbert (berdasarkan Contoh 2.). Akan 
ditunjukkan bahwa ruang pre-Hilbert ℓ2 adalah ruang Hilbert dengan inner 
product didefinisikan oleh 
〈,〉   
!"
#∞
1 , 
untuk setiap     dan   " berada dalam ℓ2. Selanjutnya, berkaitan 
dengan inner product dapat dinyatakan suatu norma 
‖‖  〈, 〉1 2&  '| 
|2∞
1 )
1 2& . 
Ambil sebarang barisan Cauchy  
 dalam ℓ2, ditulis  
  + 
1,  
2, … - 
maka untuk setiap   0 terdapat suatu bilangan 
0 ∈  sedemikian sehingga 
,/  
 dan untuk setiap 0 ∈  maka berlaku 
‖ 
  /‖  '| 
0  /0|2∞01 )
1 2& 1 . 
Jika kedua ruas dikuadratkan, maka diperoleh 
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| 
0  /0|2 1 2.∞01                                                   +3.1- 
Dari persamaan (3.1) berakibat bahwa untuk setiap 0 ∈  dan untuk setiap 
  0 terdapat suatu bilangan 
0 ∈  sedemikian sehingga 
,/  
 
sedemikian sehingga 
| 
0  /0| 1 . 
Hal ini menunjukkan bahwa untuk setiap 0 barisan  
 adalah suatu barisan 
Cauchy yang konvergen. Oleh karena itu, diperoleh bahwa 
lim
→∞ 
0   0 , 0  1, 2,…  dan    0   . 
Untuk membuktikan bahwa barisan   konvergen ke   anggota ℓ2, maka dari 
persamaan (3.1) dengan memisalkan  / menuju ∞ dan untuk setiap 
  
 
diperoleh bahwa 
 |78   8|9  98:;                                                +3.2- 
dan jika ambil sebarang 
 ∑ =! >8#=9 1 ∞8:;  dalam ℓ2, 
maka dengan ketaksamaan Minkowski, diperoleh 
?| 0|2∞01  ?@| 0| =! 
A0#=B =! 
A0#=C2
∞
01  
                                 ?@| 8|  =! >8#=C98:;  B ?=! >8#=9

8:;  
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                                    ?= 8  ! >8#=98:; B?=! >8#=9

8:;  1 ∞ . 
Hasil di atas membuktikan bahwa barisan  0    adalah suatu anggota ℓ2. 
Oleh karena itu, jika untuk setiap    0, dari persamaan (3.2) diperoleh 
lim
→∞‖ 
  ‖  lim
→∞?+| 
0  0|-2∞01  0. 
Artinya, bahwa barisan  
 adalah konvergen ke   anggota ℓ2 sehingga 
terbukti bahwa ℓ2 adalah lengkap. Oleh karena itu, ruang pre-Hilbert ℓ2 
merupakan ruang Hilbert. 
Selanjutnya, seperti halnya ruang vektor, ruang Hilbert pun memiliki 
suatu subruang. Di dalam suatu ruang Hilbert, subruang yang berlaku adalah 
subruang tertutup. Berikut ini akan dijelaskan mengenai definisi dari subruang 
tertutup pada ruang Hilbert. 
Definisi 3.3: (Kreyszig, 1978: 140 ) 
Misalkan  suatu himpunan bagian tertutup pada ruang Hilbert D dinamakan 
subruang tertutup pada D jika  itu sendiri dipandang sebagai ruang pre-Hilbert 
dan memenuhi sifat kelengkapan pada D. 
Untuk lebih memahami konsep dari subruang pada ruang Hilbert, berikut 
ini akan dijelaskan teorema yang berlaku pada suatu subruang pada ruang 
Hilbert. 
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Teorema 3.1: (Kreyszig, 1978: 140 ) 
Misalkan  adalah subruang pada ruang Hilbert D, maka  adalah lengkap jika 
dan hanya jika  tertutup dalam D. 
Bukti  
+⟹- 
Misalkan  adalah subruang pada ruang Hilbert D dan  adalah lengkap , maka 
akan dibuktikan bahwa  merupakan subruang tertutup. Misalkan ,  ∈  dan 
suatu skalar  ∈ F. Ambil barisan , G ∈  dan subruang  lengkap maka 
berlaku lim→   dan lim→G   artinya barisan   dan G 
konvergen ke  dan . Oleh karena itu, berdasarkan Lemma 2.1 berlaku 
penjumlahan lim→+ B G-   B  dan lim→     . 
Artinya, + B G- ∈  maka  B  ∈  dan    ∈  maka    ∈ , 
sehingga  B  dan   termasuk dalam . Hal ini membuktikan bahwa  
merupakan subruang tertutup. 
+⟸- 
Misalkan  adalah subruang pada ruang Hilbert D dan  merupakan subruang 
tertutup, maka akan dibuktikan bahwa  lengkap. Misalkan ,  ∈  dan suatu 
skalar  ∈ F,  merupakan subruang tertutup maka  B  ∈  dan   ∈ . 
Jika terdapat barisan , G ∈  dan suatu skalar  ∈ F, maka berlaku pula + B G- ∈  dan    ∈ . Lemma 2.1 berlaku lim→+ BG-   B  dan untuk skalar  ∈ F berlaku lim→     . 
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Artinya, jumlah dari dua barisan + B G- konvergen ke  B  dan    konvergen ke   sehingga keduanya  lengkap. ∎ 
Pada bab sebelumnya telah dipelajari mengenai transformasi linear pada 
ruang vektor, yang menggunakan operasi pada ruang vektor, yaitu operasi 
penjumlahan dan perkalian skalar. Berikut ini akan dijelaskan mengenai 
operator linear dari ruang Hilbert ke dalam ruang Hilbert lainnya. 
Definisi 3.4 : (Wiedmann, 1980: 50) 
Misalkan suatu operator linear J:D → D dengan D ruang Hilbert dan F adalah 
skalar memenuhi sifat-sifat sebagai berikut: 
a. J+ B -  J+- B J+- , untuk setiap ,  ∈ D; 
b. J+ -   J+- , untuk setiap  ∈ D dan  ∈ F. 
Untuk lebih memahami operator linear pada ruang Hilbert, berikut ini 
akan dijelaskan contoh dari operator linear di ruang Hilbert. 
Contoh 3.3 : 
Misalkan ℓ9 adalah ruang Hilbert (berdasarkan Contoh 3.1). Akan ditunjukkan 
bahwa J: ℓ9 → ℓ9 yang didefinisikan oleh 
J+;, 9, L, … - → +;, 9, L, … - 
adalah suatu operator linear pada ruang Hilbert. 
Penyelesaian : 
Misalkan   +;, 9, L, … -, G  +G;, G9, GL, … - ∈ ℓ9 berlaku 
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J+-  J+;, 9, L, … -  +;, 9, L, … - dan J+G-  J+G;, G9, GL, … - +G;, G9, GL, … - maka diperoleh J+ B G-  J+; B G;, 9 B G9, L B GL, … -  +; B G;, 9 B G9, L B GL, … -  +;, 9, L, … - B +G;, G9, GL, … -  J+;, 9, L, … - B J+G;, G9, GL, … -    J+- B J+G-. 
Selanjutnya, jika 0 ∈ F,  maka berlaku  
J+0-  J+0;, 09, 0L, … -  +0;, 09, 0L, … -  0+;, 9, L, … -  0J+- 
Jadi, terbukti bahwa J: ℓ9 → ℓ9 adalah suatu operator linear pada ruang Hilbert. 
Berikut ini adalah definisi range dan kernel dari suatu operator linear 
pada ruang Hilbert. 
Definisi 3.5 : (Wiedmann, 1980: 50) 
Misalkan J:D; → D9 adalah suatu operator linear terbatas dengan D;  D9 D ruang Hilbert, maka yang dinamakan ruang null (kernel) dari J didefinisikan 
dengan  
ker+P-   ∈ D;|J+-  Q,R dengan Q ∈ D9. 
Sedangkan, range dari J didefinisikan dengan 
range+J-   ∈ D9|J+-  , dengan  ∈ D; R. 
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Operator linear pada ruang Hilbert terdiri dari dua macam, yaitu operator 
linear terbatas dan operator linear tidak terbatas. Berikut ini akan dijelaskan 
definisi dari operator linear terbatas pada ruang Hilbert yang berguna untuk 
menjelasan subbab berikutnya. 
Definisi 3.6: (Wiedmann, 1980: 53) 
Misalkan D suatu ruang Hilbert, maka operator linear J:D → D dinamakan 
operator linear terbatas jika terdapat konstanta T ∈ F sedemikian sehingga 
untuk setiap  ∈ D berlaku 
‖J+-‖  T‖‖.                                                 +3.9- 
Dari definisi di atas, diperoleh suatu lemma tentang norma dari suatu 
operator linear terbatas seperti berikut ini. 
Lemma 3.1: (Kreyszig, 1978: 92) 
Misalkan J:D → D adalah suatu operator linear terbatas pada ruang Hilbert D 
maka untuk setiap  ∈ D berlaku norma dari operator linear linear terbatas 
‖J‖  ‖J+-‖‖‖:;VWX   .                                        +3.10- 
Bukti: 
Misalkan  ∈ D maka berdasarkan Definisi 3.6 berlaku ‖J+-‖  T‖‖ 
sehingga diperoleh 
‖J+-‖‖‖  T. 
Oleh karena itu, berdasarkan Definisi 2.34 berlaku bahwa 
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T  ‖J+-‖‖‖ YZ
 VWX  . 
Di lain pihak, ‖J+-‖  ‖J‖‖‖ maka berlaku pula 
‖J‖  ‖J+-‖‖‖ YZ
 VWX  ‖J+-‖‖‖:;VWX   . 
Jadi, lemma dari norma suatu operator linear terbatas terbukti.  ∎ 
Berikut ini adalah contoh dari operator linear linear terbatas pada ruang 
Hilbert. 
Contoh 3.4 : 
Misalkan ℓ2 adalah suatu ruang Hilbert (Berdasarkan Contoh 3.1), suatu 
pemetaan J: ℓ9 → ℓ9  didefinisikan oleh 
J+;, 9, L, … - → +0, ;, 9, L, … -                                 
adalah suatu operator linear pada ruang Hilbert. Akan ditunjukkan bahwa 
operator linear J  adalah terbatas. 
Penyelesaian : 
Misalkan ℓ9  [  \  +;, 9, L, … -|∑ ||9:; R 1 ∞ dan J+[- +0, ;, 9, L, … - dan suatu inner product didefinisikan oleh 
〈J+[-, [〉  J+[-. [:; . 
Untuk setiap [ ∈ ℓ9 maka berlaku 
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‖J+[-‖  ?J9+[-:; . 
Untuk membuktikan bahwa J terbatas, misalkan J  1 maka dengan 
menggunakan ketaksamaan Cauchy-Schwarz diperoleh 
‖J+[-‖  ?J9+[-:;  
   ]+0, ;, 9, L, … -9 
 ]09 B ;9 B 99 B L9… 
 √0 B ];9 B 99 B L9…  ‖[‖ 
 T‖[‖, dengan T  1. 
Oleh karena itu, operator linear J adalah terbatas. 
Di dalam operator linear terbatas pada ruang Hilbert terdapat suatu 
operator adjoint. Berikut ini akan dijelaskan tentang definisi operator adjoint 
pada ruang Hilbert. 
Definisi 3.7: (Kreyszig, 1978: 198) 
Misalkan suatu operator linear terbatas : D; → D9 , dengan D;  D9  D 
adalah ruang Hilbert. Operator adjoint pada ruang Hilbert  J∗ pada J 
didefinisikan oleh 
J∗: D9 → D; 
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sedemikian sehingga untuk setiap  ∈ D; dan  ∈ D9 maka berlaku 〈J+-, 〉 〈, J∗+-〉. 
Berkaitan dengan Definisi 3.7, jika suatu operator adjoint sama dengan 
dirinya sendiri maka operator linear terbatas tersebut menjadi operator linear 
terbatas yang self-adjoint. Untuk lebih memahami penjelasan dari operator 
linear self-adjoint dapat dilihat pada definisi berikut. 
Definisi 3.8: (Collatz, 1966: 110) 
Suatu operator linear terbatas J dinamakan self-adjoint jika J  J∗. 
Oleh karena itu, jika J  J∗ maka kondisi pada Definisi 3.5 jika 
dinyatakan dalam inner product menjadi 〈J+-, 〉  〈, J+-〉, untuk setiap 
,  ∈ D. Penjelasan tersebut seperti terlihat dalam contoh berikut. 
Contoh 3.5: 
Misalkan suatu operator linear terbatas J: ℓ9 → ℓ9 pada ruang Hilbert yang 
didefinisikan oleh 
J+;, 9, L, … - → +;, 9, L, … -. 
Akan ditunjukkan bahwa J self-adjoint. 
Penyelesaian : 
Misalkan   +;, 9, L, … -, G  +G;, G9, GL, … - ∈ ℓ9, maka J+- 
J@+;, 9, L, … -C  +;, 9, L, … -. Operator linear terbatas J self-adjoint jika J  J∗ sedemikian sehingga berlaku 〈J+-, G〉  〈, J∗+G-〉 〈, J+G-〉 maka diperoleh 
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〈J+-, G〉  〈J@+;, 9, L, … -C, +G;, G9, GL, … -〉 
   〈+;, 9, L, … -, +G;, G9, GL, … -〉    ;G; B 9G9 B LGL B⋯  ,                               +3.11- 
dan misalkan J∗+G-  J∗@+G;, G9, GL, … -C  +a;, a9, aL, … - maka diperoleh 
〈, J∗+G-〉  〈+;, 9, L, … -, J∗@+G;, G9, GL, … -C〉 
   〈+;, 9, L, … -, +a;, a9, aL, … -〉   ;a; B 9a9 B LaL B⋯  .                                +3.12- 
Selanjutnya, dari persamaan (3.11) dan (3.12) diperoleh 
;G; B 9G9 B LGL B⋯  ;a; B 9a9 B LaL B⋯      +3.13- 
Dari persamaan (3.11) dapat disimpulkan bahwa G;  a;, G9  a9, GL  aL, … , 
sehingga 
J∗@+G;, G9, GL, … -C  J+a;, a9, aL, … -  J+G;, G9, GL, … - 
Selanjutnya, untuk inner product diperoleh 
〈, J+G-〉   〈+;, 9, L, … -, J@+G;, G9, GL, … -C〉 
   〈+;, 9, L, … -, +G;, G9, GL, … -〉   ;G; B 9G9 B LGL B⋯                                  +3.14- 
Oleh karena itu, dari persamaan (3.11), (3.12), dan (3.14) terbukti bahwa J self-
adjoint. 
Selanjutnya, berikut ini akan dijelaskan suatu lemma yang berkaitan 
dengan operator adjoint pada ruang Hilbert. 
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Lemma 3.2 : (Kreyszig, 1978 :198) 
Misalkan J dan c adalah operator linear terbatas pada ruang Hilbert D maka 
berlaku 
+Jc-∗  c∗J∗. 
Bukti : 
Misalkan J dan c adalah operator linear terbatas serta J∗ dan c∗ adalah 
operator adjoint pada ruang Hilbert D. Jika J dan c self-adjoint serta J  Jc 
maka berdasarkan Definisi 3.6 untuk setiap ,  ∈ D maka berlaku inner 
product 
〈, +Jc-∗+-〉  〈Jc+-, 〉 
 〈, Jc+-〉 
 〈, J∗c∗+-〉 
 〈, c∗J∗+-〉. 
Oleh karena itu, terbukti bahwa +Jc-∗  c∗J∗. ∎ 
 
B. Ortogonalitas pada Ruang Hilbert 
Pada bab sebelumnya telah dijelaskan mengenai proyeksi dan sifat-sifat 
ortogonal pada ruang vektor. Pada bab ini, akan diamati hubungan antara 
proyeksi dan sifat-sifat ortogonal di ruang Hilbert. Oleh karena itu, akan 
dijelaskan terlebih dahulu tentang ortogonalitas pada suatu ruang Hilbert. 
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Definisi 3.9: (Wiedmann, 1980: 29) 
Misalkan dua himpunan bagian  dan d pada ruang Hilbert D saling ortogonal  
jika  ortogonal terhadap e atau 〈, e〉  0 untuk setiap  ∈ , e ∈ d dan 
dinotasikan  f d. 
Vektor  dan  yang ortogonal dinotasikan dengan  f , dan dibaca x 
ortogonal pada  atau sebaliknya  ortogonal pada x. Menurut definisi di atas, 
vektor nol ortogonal pada setiap vektor di ruang Hilbert D. 
Definisi 3.10: (Kreyszig, 1978: 146) 
Misalkan  adalah subruang tertutup pada suatu ruang Hilbert D, g 
dinamakan komplemen ortogonal dari  pada D dan berlaku 
g   ∈ D|〈, 〉  0 untuk setiap  ∈ R. 
Berkaitan dengan subruang pada ruang Hilbert terdapat suatu 
penggambaran mengenai hubungan dua buah subruang tertutup pada ruang 
Hilbert, yaitu direct sum. Untuk lebih memahami direct sum pada ruang Hilbert 
dapat dilihat pada definisi berikut. 
Definisi 3.11: (Kreyszig, 1978: 146) 
Misalkan  dan d yang merupakan subruang tertutup pada suatu ruang Hilbert 
D dan ⋂d  Q. Selanjutnya D dinamakan direct sum pada  dan d jika 
untuk setiap  ∈ D dan    B e dengan  ∈ , e ∈ d. Direct sum dinotasikan 
dengan 
D  ⊕ d. 
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Dari definisi direct sum di atas, d merupakan subruang pelengkap dari  
dalam D, kemudian  dan d disebut pasangan subruang yang saling 
melengkapi pada D. Berikut ini akan dijelaskan mengenai teorema yang 
berlaku pada subruang tertutup pada ruang Hilbert yang dinyatakan dengan 
direct sum. 
Teorema 3.2: (Berberian, 1961: 61) 
Misalkan  dan d adalah subruang tertutup pada ruang Hilbert D, maka berlaku 
D  ⊕ d ,   d  g sedemikian sehingga  dan d saling ortogonal. Untuk 
setiap  ∈ D dapat dinyatakan secara tunggal yaitu    B e  dengan  ∈  
dan e ∈ d  g. 
Bukti : 
Misalkan D  ⊕ d maka berlaku bahwa D   B d sehingga dapat 
dimisalkan n B en  o B eo dengan n, o ∈ , en, eo ∈ d maka berlaku n  o  eo  en.                                     +3.15- 
Jika  dan d adalah subruang tertutup pada D maka berlaku 
n  o ∈       dan    eo  en ∈ d ,                                (3.16) 
dengan n, o ∈ , en, eo ∈ d sehingga dari (3.15) diperoleh  n  o  eo  en ∈    dan     n  o  eo  en ∈ d. 
Oleh karena itu, 
n  o  eo  en ∈  ∩ d, 
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karena  ∩ d  Q maka n  o  eo  en  Q,  sehingga diperoleh n  o dan eo  en. Oleh karena itu, pernyataan    B e dengan  ∈, e ∈ d  g bersifat tunggal. ∎ 
Berikut ini adalah lemma yang berkaitan dengan Teorema 3.2 di atas. 
Lemma 3.3 : (Kreyszig, 1978: 149) 
Jika  adalah suatu subruang tertutup pada ruang Hilbert D maka 
g g  . 
Bukti : 
+1- Akan dibuktikan bahwa  ⊆ g g. 
Misalkan g g   ∈ D|〈, e〉  0, untuk setiap e ∈ g R, ambil sebarang 
 ∈  maka oleh definisi g berlaku 〈, e〉  0 untuk setiap e ∈ g sehingga  
ortogonal ke g  dan  ∈ g g. Oleh karena itu, karena  ∈  dan  ∈ g g 
maka 
 ⊆ g g .                                                       +3.17- 
+2- Akan dibuktikan bahwa g g ⊆ . 
Misalkan  ∈ g g maka berlaku 〈, t〉  0 untuk setiap t ∈ g . Berdasarkan 
Teorema 3.2   dapat dinyatakan dalam bentuk    e B t dengan e ∈ , t ∈
g  sedemikian sehingga  〈e, t〉  0 berlaku 
〈t, t〉  〈e, t〉 B 〈t, t〉 
  〈e B t, t〉 (Definisi 2.25 aksioma c) 
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  〈, t〉  0, 
sehingga t  0. Hal ini menunjukan bahwa   e ∈ . Oleh karena itu, karena  
 ∈ g g dan  ∈  maka 
g g ⊆ .                                                 +3.18- 
Oleh karena itu, dari persamaan (3.17) dan (3.18) maka terbukti bahwa 
  g g. ∎ 
Berdasarkan Teorema 3.1 pada subbab sebelumnya, teorema berikut akan 
menjelaskan mengenai subruang pada ruang Hilbert yang dihubungkan dengan 
suatu direct sum. 
Teorema 3.3 : (Berberian, 1961: 66) 
Jika  dan d adalah subruang lengkap pada suatu ruang Hilbert D dan  
ortogonal ke d maka direct sum D  ⊕ d juga merupakan subruang lengkap 
pada D. 
Bukti: 
Misalkan  adalah barisan Cauchy dalam  B d dan dimisalkan pula   +G B a-, dengan G ∈  dan a ∈ d. Berdasarkan relasi 
Pythagoras berlaku 
limv,→‖Gv  G‖9 B limv,→‖av  a‖9  limv,→‖+Gv  G- B +av  a-‖9 
 limv,→‖+Gv B av-  +G B a-‖9 
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  limv,→‖v  ‖9  0, 
 sehingga G adalah barisan Cauchy dalam  dan a adalah barisan Cauchy 
dalam d. Jika  dan d lengkap maka berdasarkan Lemma 2.1 lim→G   
dan lim→a  e maka lim→+G B a-  + B e-. Oleh karena itu,  ⊕ d merupakan subruang tertutup pada D. Berdasarkan Teorema 3.1 maka 
berlaku bahwa  ⊕ d subruang lengkap pada D.  ∎ 
 
C. Proyeksi Ortogonal pada Ruang Hilbert wo dan Sifat-sifatnya 
Berdasarkan ortogonalitas pada ruang Hilbert, maka dapat dijelaskan 
mengenai definisi dari suatu proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert. Proyeksi 
ortogonal pada ruang Hilbert merupakan suatu operator linear yang 
dihubungkan dengan suatu direct sum dari subruang tertutup pada ruang Hilbert 
dengan komplemen ortogonalnya sehingga diperoleh suatu definisi proyeksi 
ortogonal berikut. 
Definisi 3.12: (Kreyszig, 1978: 480) 
Misalkan  adalah subruang tertutup pada ruang Hilbert D dan g adalah 
komplemen ortogonal dari  pada D. Suatu operator linear terbatas J:D ⟶ D 
dikatakan proyeksi ortogonal D pada  sepanjang g  jika berlaku suatu direct 
sum D  ⊕ g  maka untuk setiap  ∈ D dapat dinyatakan secara tunggal 
   B e dengan  ∈ , e ∈ g  sehingga berlaku J+-  . 
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Proyeksi ortogonal J pada ruang Hilbert D merupakan kasus khusus dari 
operator linear terbatas pada ruang Hilbert. Berdasarkan Definisi 3.3  J 
merupakan proyeksi ortogonal D dan J merupakan pemetaan J: D → , 
J:  → , serta J: g → Q sehingga untuk setiap  ∈ D berlaku J+-  , 
J+-  , dan J+e-  Q mengakibatkan 
J9+-  J@J+-C  J+-    J+-,                           +3.19- 
artinya J idempoten atau J9  J. Selanjutnya, proyeksi ortogonal J juga 
berlaku suatu direct sum D  ⊕ g , jika n  n B en dan o  o B eo 
dengan n, o ∈  dan en, eo ∈ g maka ortogonalitas dari  dan g mengakibatkan 
〈J+n-, o〉  〈n, o B eo〉  〈n, o〉  〈n B en, o〉  〈n, J+o-〉.   +3.20- 
Berdasarkan Definisi 3.7 dan Definisi 3.8 persamaan (3.20) menunjukkan 
bahwa J self-adjoint. Oleh karena itu, idempoten dan self-adjoint merupakan 
sifat dari proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert sehingga diperoleh teorema 
yang akan lebih memperjelas definisi dari proyeksi ortogonal pada ruang 
Hilbert. 
Teorema 3.4 : (Kreyszig, 1978: 481) 
Suatu operator linear terbatas J:D → D pada ruang Hilbert D dinamakan 
proyeksi ortogonal jika hanya jika berlaku J9  J (idempoten) dan self-adjoint 
yaitu 〈J+-, 〉  〈, J+-〉 untuk setiap ,  ∈ D. 
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Bukti : 
Misalkan J:D → D suatu proyeksi ortogonal, berdasarkan Teorema 3.2 
operator linear terbatas J:D → D suatu proyeksi ortogonal pada suatu subruang 
tertutup  sepanjang g dengan 
D  Y⊕ g.  
Jika J9  J maka J:D → D bersifat idempoten, untuk setiap  ∈ D dan 
J+-   ∈  diperoleh 
J9+-  J+-    J+-.  
Selanjutnya, untuk setiap ,  ∈ D dimisalkan   n B o dan   n B o  
dengan n, n ∈ Y dan o, o ∈ g diperoleh 
〈J+-, 〉  〈n, n B o〉        〈n, n〉                                       〈n B o, n〉  〈, J+-〉. 
Hal ini menunjukkan bahwa operator linear terbatas J:D → D bersifat self-
adjoint. 
Sebaliknya, misalkan J:D → D bersifat self-adjoint maka untuk setiap   ∈ Y 
dan  ∈ g, maka diperoleh 
〈, 〉  〈J+-, 〉  〈, J+-〉  〈, Q〉  0. 
Oleh karena itu,  ∈ +g-g, sehingga dapat dikatakan bahwa Y ⊆ +g-g. 
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Misalkan  ∈ +g-g maka harus ditunjukkan bahwa  ∈ Y, yang berarti bahwa 
J+-  . Selanjutnya, 
‖  J+-‖9  〈  J+-,   J+-〉 
                                                 〈,   J+z-〉  〈J+-,   J+-〉 
dengan   J+- ∈ g. Pada pembuktian pertama sama dengan nol, tetapi juga 
〈J+-,   J+-〉  〈, J@  J+-C〉  〈, Q〉  0, 
sehingga   J+-  Q, artinya bahwa   J+- ∈ Y maka +g-g ⊆ Y . Hal 
ini menyebabkan jika   J+- maka berlaku J+-  J@J+-C  J+-  .∎ 
Berikut ini akan dijelaskan mengenai contoh dari suatu proyeksi 
ortogonal pada ruang Hilbert yang berkaitan dengan Teorema 3.4 di atas. 
Contoh 3.6 : 
Misalkan ℓ9 adalah suatu ruang Hilbert (berdasarkan Contoh 3.1), terdapat 
suatu operator linear J: ℓ9 → ℓ9 yang didefinisikan oleh 
J+;, 9, L, … - → +0, 9, L, … -. 
Akan dibuktikan bahwa jika J adalah proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert 
maka J berlaku idempotent dan self-adjoint. 
Penyelesaian : 
Untuk membuktikan bahwa jika J adalah proyeksi ortogonal pada ruang 
Hilbert, maka berdasarkan Teorema 3.4 berlaku suatu operator linear terbatas 
yang memiliki sifat idempoten dan self-adjoint. Akan dibuktikan bahwa J 
idempoten, untuk setiap  ∈ ℓ9 maka berlaku  
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J@J+-C  J+0, 9, L, … -  +0, 9, L, … -  J+-. 
Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa J self-adjoint. Misalkan , G ∈ ℓ9 
maka berlaku 
〈J+-, G〉  〈+0, 9, L, … -, +G;, G9, GL, … -〉  9G9 B LGL B⋯     +3.21- 
dan 
〈, J+G-〉  〈+;,  9, L, … -, +0, G9, GL, … -〉  9G9 B LGL B⋯     +3.22- 
Persamaan (3.21) dan (3.22) menunjukkan bahwa J self-adjoint. Oleh karena 
itu, J adalah proyeksi orthogonal dan berlaku idempotent dan self-adjoint. 
Proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert merupakan kasus khusus dari 
operator linear. Oleh karena itu, proyeksi ortogonal berlaku range dan kernel 
seperti yang akan dijelaskan pada teorema berikut. 
Teorema 3.6: (Berberian, 1961: 74-75 ) 
Misalkan J adalah proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert D maka berlaku: 
a. Range+J-   ∈ D|J+-  R 
b. Ker+J-   ∈ D|J+-  QR 
Bukti : 
a. Berdasarkan definisi range, jika }   ∈ D|J+-  R maka } ⊆
range+J-. Selanjutnya, misalkan  ∈ range+J- maka   J+-, untuk 
beberapa  ∈ D. Oleh karena itu, diperoleh bahwa 
J+-  J@J+-C  J+-  . 
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Hal ini menunjukkan bahwa range+J- ⊆ }   ∈ D|J+-  R. Oleh 
karena itu, range+J-   ∈ D|J+-  R. 
b. Berdasarkan definisi kernel, jika ~   ∈ D|J+-  QR maka ~ ⊆
ker+J-. Selanjutnya, misalkan  ∈ ker+J- maka untuk setiap  ∈ D 
diperoleh bahwa 
〈J+-, 〉  〈, J+-〉  0, 
sehingga berlaku J+-    Q. Hal ini menunjukkan bahwa ker+J- ⊆
~   ∈ D|J+-  QR. Oleh karena itu, ker+J-   ∈ D|J+-  QR. ∎ 
Berikut ini akan dijelaskan mengenai sifat yang berlaku pada proyeksi 
ortogonal di ruang Hilbert yang berkaitan dengan operator identitas serta 
hubungan antara  range dan kernel. 
Teorema 3.5 : (Wiedmann, 1980: 81-82) 
Misalkan J adalah proyeksi ortogonal dan  adalah operator identitas pada 
ruang Hilbert D maka: 
a.   J adalah suatu proyeksi ortogonal 
b. Range+J-  +ker+J--g 
Bukti : 
a. Akan dibuktikan bahwa jika J proyeksi ortogonal maka   J juga 
merupakan suatu proyeksi ortogonal, maka harus dibuktikan bahwa   J 
idempoten dan self-adjoint. Untuk setiap  ∈ D berlaku 
+  J-9+-  +  2J B J9-+-  +  2J B J-+-  +  J-+-. 
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Hal ini menunjukkan bahwa   J bersifat idempoten. Selanjutnya, untuk 
setiap ,  ∈ D dan misalkan   J  c berlaku 
〈+  J-+-, 〉  〈c+-, 〉 
  〈, c+-〉 
  〈, +  J-+-〉, 
sehingga   J bersifat self-adjoint. Oleh karena itu,   J adalah suatu 
proyeksi ortogonal. 
b. Sekarang misalkan J9  J, maka J adalah suatu proyeksi dan oleh 
karena itu, akan ditunjukkan bahwa range+J-  +ker+J--g dan 
+range+J--g  ker+J-. Misalkan  ∈ range+J- dan  ∈ ker+J-, maka 
  J+- sehingga 
〈, 〉  〈J+-, 〉  〈, J+-〉  〈, 0〉  0. 
Oleh karena itu,  ∈ +ker+J--g, sehingga dapat dikatakan bahwa 
range+J- ⊆ +ker+J--g. 
Misalkan  ∈ +ker+J--g maka harus ditunjukkan bahwa  ∈ range+J-, 
yang berarti bahwa J+-  . Selanjutnya, 
‖  J+-‖9  〈  J+-,   J+-〉 
                                                 〈,   J+-〉  〈J+-,   J+-〉 
dengan   J+- ∈ ker+J-. Pada pembuktian pertama sama dengan nol, 
tetapi juga 
〈J+-,   J+-〉  〈, J@  J+-C〉  〈, 0〉  0, 
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sehingga   J+-  0, artinya bahwa   J+- ∈ range+J- maka 
+ker+J--g ⊆ range+J- . Oleh karena itu range+J-  +ker+J--g. ∎ 
Berikut akan dijelaskan mengenai contoh dari proyeksi ortogonal yang 
berkaitan dengan teorema di atas. 
Contoh 3.7 : 
Misalkan J adalah proyeksi ortogonal dan  adalah operator identitas pada 
ruang Hilbert ℓ9 dengan operator linear yang didefinisikan oleh 
J+;, 9, L, … - → +0, 9, L, … - 
dan 
+;, 9, L, … - → +;, 9, L, … -. 
Akan ditunjukkan bahwa   J merupakan proyeksi ortogonal pada ruang 
Hilbert ℓ9. 
Penyelesaian: 
Misalkan   +;, 9, L, … - ∈ ℓ9 maka berlaku +-  J+-  +;, 9, L, … -  +0, 9, L, … -  +;, 0,0, … -. 
Akan ditunjukkan bahwa   J idempoten, jika c    J maka untuk setiap 
  +;, 9, L, … - ∈ ℓ9 berlaku 
c@c+-C  c+;, 0,0, … -  +;, 0,0, … -  c+-. 
Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa c    J self-adjoint maka untuk setiap 
  +;, 9, L, … -, G  +G;, G9, GL, … - ∈ ℓ9 berlaku 
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〈Q+-, G〉  〈+;, 0,0, … -, +G;, G9, GL, … -〉  ;G; B 0 B 0 B⋯      +3.23- 
dan 
〈, c+G-〉  〈+;, 9, L, … -, +G;, 0,0… -〉  ;G; B 0 B 0 B⋯      +3.24- 
Oleh karena itu, bardasarkan persamaan (3.23) dan (3.24) terbukti bahwa 
c    J merupakan proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert ℓ9. 
Teorema tersebut mengakibatkan bahwa jika J suatu proyeksi ortogonal, 
maka range  yang dihubungkan oleh suatu direct sum ortogonal D  ⊕, 
maka berdasarkan Teorema 3.5 (a)   J juga merupakan suatu proyeksi 
ortogonal dengan range  yang dihubungkan oleh suatu direct sum ortogonal 
D  ⊕. Selanjutnya, dengan mengganti J menjadi   J diperoleh bahwa 
 range+  J-  @ker+  J-Cg  ker+J-  @range+J-Cg.       +3.23- 
Dari pernjelasan di atas, menghasilkan suatu lemma seperti yang akan 
dijelaskan berikut ini. 
Lemma 3.4 : (Taylor & Lay, 1980: 249) 
Misalkan J adalah suatu proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert D, maka 
+range+J--g  range+  J-. 
Bukti : 
Misalkan  ∈ +range+J--g maka untuk setiap  ∈ D berlaku 
〈J+-, 〉  〈, J+-〉  0, 
sehingga berlaku J+-     dan    +  J-+- ∈ range+  J- maka 
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+range+J--g  ⊆ range+  J-.                             +3.24- 
Sebaliknya, misalkan  ∈ range+  J- maka J+-    0. Oleh karena itu, 
untuk setiap  ∈ D berlaku 
〈, J+-〉  〈J+-, 〉  0. 
Dengan demikian, diperoleh  ∈ +range+J--g 
range+  J- ⊆ +range+J--g.                                              +3.25- 
Jadi, dari (3.24) dan (3.25) terbukti bahwa +range+J--g  range+  J-. ∎ 
Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, proyeksi ortogonal merupakan 
suatu operator linear terbatas sehingga berdasarkan Lemma 3.1 suatu operator 
linear memiliki norma, hal itu pula yang berlaku pada proyeksi ortogonal. 
Berikut ini adalah lemma mengenai norma dari suatu proyeksi ortogonal. 
Lemma 3.5 : (Taylor & Lay, 1980: 249) 
Suatu proyeksi ortogonal J pada suatu ruang Hilbert D maka berlaku 
a. 〈J+-, 〉  ‖J+-‖9, untuk setiap  ∈ D  
b. ‖J‖  1, untuk J  0 
Bukti : 
a. Untuk setiap  ∈ D berlaku bahwa 
〈J+-, 〉  〈J9+-, 〉  〈J+-, J+-〉  ‖J+-‖9. 
b. Diberikan  ∈ D dan J+-  0, dengan menggunakan ketaksamaan 
Cauchy Schwarz maka 
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‖J+-‖  ‖J+-‖9‖J+-‖  〈J+-, J+-〉‖J+-‖  〈, 〉‖J+-‖  〈, J+-〉‖J+-‖  ‖‖. 
Oleh karena itu, ‖J+-‖  ‖‖. Hal ini menunjukkan bahwa J terbatas 
sehingga ‖J‖  1. Selanjutnya, jika J+-  0 untuk setiap  ∈ D dan 
‖J+J+--‖  ‖J+-‖ maka berlaku ‖J+J+--‖  ‖J+-‖  ‖J‖‖J+-‖, 
sehingga ‖J‖  1. Oleh karena itu, ‖J‖  1.  ∎ 
Berikut ini akan dijelaskan mengenai suatu teorema tentang range dan 
kernel dari suatu proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert. 
Teorema 3.6 : (Wiedmann, 1980: 50) 
Misalkan J adalah proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert D maka range+J- 
dan ker+J- subruang tertutup pada D. 
Bukti : 
Akan ditunjukkan bahwa range+J- dan ker+J- subruang tertutup pada D, 
maka harus dibuktikan bahwa range+J- dan ker+J- tertutup. Berdasarkan 
Teorema 3.5 (d) dikatakan bahwa range+J-  +ker+J--g, jika  ∈
+ker+J--g  ker +  J- maka +  J-+-  . Akibatnya,  ∈ range+J-. 
Oleh karena itu, range+J- tertutup. Selanjutnya, berdasarkan persamaan (3.23) 
dikatakan bahwa ker+J-  range+  J-. Jika  ∈ ker+J- maka J+-  Q. 
Akibatnya,  ∈ range+  J-. Oleh karena itu, ker+J- juga tertutup. ∎ 
Berdasarkan Definisi 3.9, dua himpunan  dan d dalam ruang Hilbert D 
adalah ortogonal jika 〈, e〉  0 dengan  ∈  dan e ∈ d. Jika  dan d secara 
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berturut-turut merupakan  range dan kernel pada proyeksi ortogonal J maka d 
merupakan komplemen ortogonal dari . Oleh karena itu, range dan kernel 
pada proyeksi ortogonal J merupakan subruang tertutup pada ruang Hilbert D, 
sehingga berdasarkan Teorema 3.2 dapat dinyatakan seperti pada teorema 
berikut. 
Teorema 3.7 : (Taylor & Lay, 1980: 249) 
Misalkan D adalah suatu ruang Hilbert, pernyataan berikut ini berlaku 
a. Jika J adalah suatu proyeksi ortogonal pada D maka berlaku D 
range+J- ⊕ ker+J- yang merupakan suatu direct sum ortogonal. 
b. Misalkan D adalah suatu ruang Hilbert dan  adalah subruang tertutup 
pada D, maka terdapat suatu proyeksi ortogonal tunggal J pada D dengan 
range+J-   dan ker+J-  g. 
Bukti : 
a. Akan ditunjukkan terlebih dahulu  ∈ range+J- jika dan hanya jika 
  J+-. Misalkan   J+- dan J+- suatu proyeksi ortogonal dengan 
 ∈ D maka jelas bahwa  ∈ range+J-. Kemudian misalkan  ∈
range+J- maka   J+- untuk setiap   ∈ D. Jika    ∈ range+J- ∩
ker+J- maka   J+- dan J+-  Q, sehingga range+J- ∩ ker+J- 
Q. Jika  ∈ D maka berlaku 
  J+- B @  J+-C, 
dengan J+- ∈ range+J- dan @  J+-C ∈ ker+J-. Kemudian jika 
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J@  J+-C  J+-  J9+-  J+-  J+-  Q. 
Jadi, terbukti bahwa D  range+J- ⊕ ker+J-. Selanjutnya, jika  
J+- ∈ range+J- dan  ∈ ker+J- untuk setiap  ∈ D maka  
〈, e〉  〈J+-, e〉  〈, J+e-〉  0, 
sehingga range+J- ortogonal ke ker+J-. Oleh karena itu, D adalah suatu 
direct sum ortogonal pada range+J- dan ker+J-. Jadi, jika J adalah suatu 
proyeksi ortogonal pada D maka berlaku D  range+J- ⊕ ker+J-, 
berdasarkan Teorema 3.6 range+J- dan ker+J- adalah subruang pada D 
dan keduanya tertutup. 
b. Misalkan  adalah subruang tertutup pada D, berdasarkan Teorema 3.3 
mengakibatkan bahwa D  ⊕g. Akibatnya, terdapat suatu proyeksi 
ortogonal J dengan range+J-   dan ker+J-  range+  J-  g. 
Untuk setiap  ∈ D diperoleh   J+- B +  J-+- dan 〈J+-, + 
J-+-〉  0, sehingga 
‖‖9  〈, 〉  〈J+-, J+-〉 B 〈+  J-+-, +  J-+-〉          
 ‖J+-‖9 B ‖+  J-+-‖9. 
Oleh karena itu, ‖J+-‖  ‖‖. Hal ini menunjukkan bahwa J terbatas 
sehingga ‖J‖  1. Selanjutnya, misalkan ,  ∈ D maka 
〈J+-, +  J-+-〉  〈+  J-+-, +J-+-〉  0, 
maka diperoleh  
〈J+-, 〉  〈J+-, J+- B +  J-+-〉 
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  〈J+-, J+-〉 
  〈J+- B +  J-+-, J+-〉 
  〈, J+-〉. 
Hai ini menunjukkan bahwa J adalah self-adjoint maka J adalah suatu 
proyeksi ortogonal. Selanjutnya, misalkan c adalah suatu proyeksi 
ortogonal pada D dengan range+c-   maka berdasarkan Lemma 3.2 
berlaku range+  c-  +range+c--g  g. Akibatnya, dengan sifat 
ketunggalan dari J diperoleh   c. ∎ 
Berikut ini akan dijelaskan mengenai contoh dari proyeksi ortogonal pada 
ruang Hilbert ℓ9 berkaitan dengan Teorema 3.7 di atas. 
Contoh 3.8 : 
Misalkan J dan c adalah proyeksi ortogonal pada ℓ9 sepanjang subruang 
range+J- dan ker+J-, berturut-turut yang didefinisikan oleh 
J+;, ;, 9, 29, L, 3L, … - → +0, ;, 0, 9, 0, L, … - 
dan 
c+;, ;, 9, 29, L, 3L, … - → +;, 0, 9, 9, L, 2L, … -. 
Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap   +;, ;, 9, 29, L, 3L, … - ∈ ℓ9 
berlaku J+- B c+-  . 
Penyelesaian : 
Misalkan range+J- dan ker+J- merupakan subruang tertutup pada ruang 
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Hilbert ℓ9 maka berdasarkan Teorema 3.3 dan Teorema 3.7 berlaku suatu direct 
sum D  range+J- ⊕ ker+J- sehingga untuk setiap 
  +;, ;, 9, 29, L, 3L, … - ∈ ℓ9 dapat dinyatakan secara tunggal    Be, dengan   +0, ;, 0, 9, 0, L, … - ∈ range+J- dan e  +;, 0, 9, 9, L, 2L, … - ∈ ker+J- diperoleh +;, ;, 9, 29, L, 3L, … -  +0, ;, 0, 9, 0, L, … - B +;, 0, 9, 9, L, 2L, … -. 
Jika c+-  c+;, ;, 9, 29, L, 3L, … -  +;, 0, 9, 9, L, 2L, … -  e dan  J+-  J+;, ;, 9, 29, L, 3L, … -  +0, ;, 0, 9, 0, L, … -   (berdasarkan 
Definisi 3.12) maka berlaku 
J+- B c+-  +0, ;, 0, 9, 0, L, … - B +;, 0, 9, 9, L, 2L, … -   +;, ;, 9, 29, L, 3L, … -   . 
Oleh karena itu, terbukti bahwa untuk setiap  ∈ ℓ9 berlaku J+- B c+-  . 
Berkaitan dengan lemma di atas, berikut ini akan dijelaskan teorema 
tentang hubungan antar proyeksi ortogonal. 
Teorema 3.8 : (Taylor & Lay, 1980: 348) 
Misalkan J dan c merupakan proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert D, maka 
keempat syarat berikut adalah ekuivalen 
a. Range+J- ⊆ range+c- 
b. 〈J+-, 〉  〈c+-, 〉 
c. J  Jc 
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d. J  cJ 
Bukti : 
a. Misalkan bahwa range+J- ⊆ range +J- maka untuk setiap  ∈ D 
diperoleh J+- ∈ range+J-, sehingga berlaku J+-  c@J+-C. Hal ini 
menunjukkan bahwa J  cJ. 
b. Berdasarkan pernyataan (d), akan dibuktikan bahwa (c) berlaku. Misalkan 
J  cJ, maka  
J  J∗  +cJ-∗  J∗c∗  Jc. 
c. Berdasarkan pernyataan (c), akan dibuktikan bahwa (b) berlaku. Misalkan 
J  cJ, dengan menggunakan sifat pada proyeksi ortogonal dan Lemma 
3. 5 diperoleh bahwa untuk setiap  ∈ D maka berlaku 
〈J+-, 〉  ‖J+-‖9  ‖J+c+--‖9 
 ‖J‖9‖c+-‖9  〈c+-, 〉.                                         
d. Berdasarkan pernyataan (b), akan ditunjukkan bahwa (a) berlaku. 
Misalkan  ∈ range+J-, maka 
〈, 〉  〈J+-, 〉  〈c+-, 〉.                        
Selanjutnya, karena c+-   maka 
‖c+-‖  ‖ ‖, 
dengan menggunakan relasi Pythagoras diperoleh 
‖‖9  ‖J+-‖9 B ‖  c+-‖9, 
karena c+-   maka ‖  c+-‖9  0, sehingga 
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  c+- ∈ range+c-. 
Hal ini menunjukkan bahwa range+J- ⊆ range +c-. ∎ 
Berkaitan dengan teorema di atas, berikut akan dijelaskan mengenai 
contoh dari proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert ℓ9. 
Contoh 3.9 : 
Misalkan J dan c adalah proyeksi ortogonal pada ℓ9 sepanjang subruang  
dan , berturut-turut yang didefinisikan oleh 
J+;, ;, 9, 29, L, 3L, … - → +;, 0, 9, 9, L, 2L, … - 
dan 
c+0, ;, 0, 9, 0, L, … - → +0, ;, 0, 9, 0, L, … -. 
Akan ditunjukkan bahwa  ⊆ . 
Penyelesaian : 
Berdasarkan Teorema 3.8 (d), untuk setiap 7  +7;, 79, 7L, … - ∈ ℓ9 berlaku J+G-  c+J+7-  c+J+;, 9, L, … --    c+0, 7;, 0, 79, 0, 7L, … -    +0, 7;, 0, 79, 0, 7L, … -. 
Misalkan +;, ;, 9, 29, L, 3L, … - ∈  maka diperoleh 
J+;, ;, 9, 29, L, 3L, … -  c@J+;, ;, 9, 29, L, 3L, … -C 
 c+;, 0, 9, 9, L, 2L, … -  +0, ;, 0, 9, 0, L, … - ∈ . 
Oleh karena itu, terbukti bahwa  ⊆ . 
107 
 
Berikut ini akan dijelaskan teorema tentang hubungan dua buah proyeksi 
ortogonal yang berkaitan dengan kekomutatifan di antara keduanya. 
Teorema 3.9: (Heuser,1982: 270-271) 
Misalkan J dan c merupakan proyeksi ortogonal pada subruang tertutup   
dan  pada ruang Hilbert D. Maka pernyataan-pernyataan berikut berlaku 
a. Jika J dan c komutatif maka berdasarkan Teorema 3.8 Jc  cJ  J 
adalah proyeksi ortogonal pada  ∩. 
b. Jika Jc  0 maka cJ  0, subruang  dan  adalah ortogonal satu 
sama lain  dan J B c adalah proyeksi ortogonal sepanjang subruang 
⊕. 
Bukti : 
a. Diketahui bahwa  J dan c adalah proyeksi ortogonal serta keduanya 
komutatif, maka  Jc  cJ  J adalah idempoten dan self-adjoint yaitu 
berlaku 
J9  +Jc-+cJ-  J9c9  Jc  J. 
Untuk setiap  ∈ D diperoleh bahwa 
J+-  J@c+-C  c@J+-C. 
Jika J dan c merupakan proyeksi ortogonal pada subruang tertutup   
dan  pada ruang Hilbert D maka berlaku bahwa J@c+-C ∈  dan 
@J+-C ∈  sehingga diperoleh J@c+-C  c@J+-C  J+- ∈  ∩
. 
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b. Diketahui bahwa J dan c merupakan proyeksi ortogonal maka berlaku 
bahwa Jc  J∗c∗  +cJ-∗  0∗  0. Untuk  ∈ ,  ∈  maka 
〈, 〉  〈, J@c+-C〉  〈J+-, c+-〉  0 dengan  dan  adalah 
ortogonal satu sama lain. J dan c adalah proyeksi ortogonal, sehingga J 
dan c self-adjoint. Oleh karena itu, J B c self-adjoint dan +J B c-9 
J9 B 2Jc B c9  J B c adalah idempotan, dengan Jc  cJ  0 maka 
J B c adalah suatu proyeksi ortogonal pada ⊕. ∎ 
Contoh lainnya dari proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert yang berkaitan 
dengan teorema di atas dapat dilihat seperti dalam contoh berikut.  
Contoh 3.10: 
Misalkan J dan c adalah proyeksi ortogonal pada ℓ9 sepanjang subruang  dan 
d, berturut-turut yang didefinisikan oleh 
J+;, 9, L, … - → +0, 9, L, … - 
dan 
c+;, 9, L, … - → +;, 9, L, … -. 
Jika Jc  cJ  J (berdasarkan Teorema 3.8) maka akan ditunjukkan bahwa 
J B c  Jc proyeksi ortogonal pada ℓ9 sepanjang  B d. 
Penyelesaian : 
Misalkan  adalah subruang tertutup pada ℓ9, maka  ⊂ ℓ9. Jika   J B c, 
untuk setiap   +;, 9, L, … - ∈ ℓ9 berlaku G  +;, 9, L, … -  J+;, 9, L, … - B c+;, 9, L, … - 
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  +0, 9, L, … - B +;, 9, L, … -   +;, 29, 2L, … -, 
dengan J+;, 9, L, … - ∈  dan c+;, 9, L, … - ∈ d. Oleh karena itu, 
berdasarkan Teorema 3.9 (b) G  +;, 9, L, … -  J+;, 9, L, … - Bc+;, 9, L, … - adalah proyeksi ortogonal. Selanjutnya, jika   Jc  cJ, 
untuk setiap   +;, 9, L, … - ∈ ℓ9 berlaku 
+;, 9, L, … -  J@c+;, 9, L, … -C  c@J+;, 9, L, … -C 
 c+;, 9, L, … -   +0, 9, L, … -, 
dengan J@c+;, 9, L, … -C ∈  dan c@J+;, 9, L, … -C ∈ d. Oleh karena itu, 
berdasarkan Teorema 3.9 (b) +;, 9, L, … -  J@c+;, 9, L, … -C 
c@J+;, 9, L, … -C adalah proyeksi ortogonal. Selanjutnya, karena  dan  
merupakan proyeksi ortogonal maka keduanya idempoten dan self-adjoint 
sehingga ~     juga self-adjoint. Selanjutnya, akan dibuktikan juga bahwa 
~     idempoten maka untuk setiap   +;, 9, L, … - ∈ ℓ9 diperoleh 
 
++-  +--9  9+-  ++--  ++-- B 9+- 
 +;, 29, 2L, … -9  +0, 9, L, … -  +;, 29, 2L, … - B+0, 9, L, … -  +;, 29, 2L, … -9  +0, 29, 2L, … -  +0, 29, 2L, … - B+0, 9, L, … - 
 @+0, 9, L, … - B +;, 9, L, … -C9  2+0, 29, 2L, … - 
B+0, 9, L, … - 
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 @J+;, 9, L, … - B c+;, 9, L, … -C9  2+0, 29, 2L, … - 
B+0, 9, L, … -  J9+;, 9, L, … - B 2J@c+;, 9, L, … -C 
Bc9+;, 9, L, … -  2+0, 29, 2L, … - B +0, 9, L, … -  +0, 9, L, … -9 B 2+0, 9, L, … - B +;, 9, L, … -9 2+0, 29, 2L, … - B +0, 9, L, … -  +0, 9, L, … - B +;, 9, L, … -  +0, 9, L, … -  +;, 9, L, … -  +-  +-. 
Oleh karena itu,    idempoten dan self-adjoint sehingga ~      J B
c  Jc merupakan proyeksi ortogonal pada ℓ9 sepanjang  B d. 
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BAB IV 
KESIMPULAN DAN SARAN 
A. Kesimpulan 
Dari permasalahan yang telah dijelaskan pada bab pembahasan, maka 
diperoleh kesimpulan sebagai berikut : 
1. Proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert  adalah suatu operator linear 
terbatas : →  yang memiliki sifat idempoten dan self-adjoint. 
Idempoten artinya jika operator linear tersebut dikalikan dengan dirinya 
sendiri maka hasilnya adalah operator linear itu sendiri, dinotasikan 
dengan 2  . Sedangkan, self-adjoint artinya jika operator linear 
tersebut dinyatakan dalam suatu inner product maka berlaku 〈	
, 〉 
〈	,
〉, untuk setiap 	,  ∈ . 
2. Proyeksi ortogonal  pada ruang Hilbert  merupakan kasus khusus dari 
operator linear, sehingga berlaku range dan kernel sebagai berikut: 
range
  	 ∈ |	
  	 
dan 
ker
  	 ∈ |	
  . 
3. Range dan kernel dari suatu proyeksi ortogonal  pada ruang Hilbert  
merupakan subruang tertutup pada ruang Hilbert, sehingga dapat 
dinyatakan dalam direct sum   range
 ⊕ ker
. 
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B. Saran 
Permasalahan yang dibahas penulis adalah masalah kajian teoritis tentang 
proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert. Bagi pembaca yang tertarik untuk 
melanjutkan kajian teoritis, perlu dikaji lebih lanjut tentang penerapan proyeksi 
ortogonal pada ruang Hilbert dalam membicarakan tentang teorema spektral 
untuk operator linear self-adjoint. 
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